
Zur innermolekularen Statistik, insbes, bei Kettenmolektilen I 93 

Zur innermolekularen, Statistik, insbesondere 
bei Kettenmolekiilen I 

Yon 

EUGEN GUTH 
und 

HERMANN MARK 
korresp. Mitglied der Akademie der Wissensehaften 

Aus dem I. Chemisehen Laboratorium und dem Institut far theoretische 
Physik in Wien 

(Eingelangt am 30. Juli  1934 ; vorgelegt in der Sitzung am 18. Oktober 1934) 

Einleitung. Gelegentlie,h w, ird in der statistisc,hen Mcehanik 
eine (Raum-) Gesamtheit yon (Gas-) Moleki~len als ein einziges 
Gebilde, Ms ein ein, zi:ges .Makromolekiil" bet raeht,et ~. [Na~h 
EHRENFEST: tiber,gang vom ~-R'~um (Molek,iilraum) zum r-Raum 
(Ga.srt~um).] Nun gi,bt e s .in der Xatur ja ~uch wirkliche Makro- 
molekiile, di.e .eine groge Anzahl yon Te,ifmolekfifen entha~lten. Ge- 
wissern~al3en ~in Umkehrung der eingangs erw/~hn~en Betr~c'ht~ungs- 
weise wolten wir uns in tier Folge mit ,der A uf~a,be b ese~h/iftigen, 
wie man derar~ige Makromolekttle in Ana log,ie zur Behandl~ang 
eine:s G~ses ~im r -Raum stati.s0iseh-~hermodynamiseh erfassen kann.  

Die verwendete Metho,dik ist die tier BOLTZMA~,'~XSCSrS Statistik, 
die ffir ~nsere Probl,eme am auge,messensten sein diirft.e. Der Aus- 
gxngsgunkt  h.ieb.~i .ist ,c~ie Ermittl, ung tier BOLTZHANN SCttEN Wahr- 
sehe,inliehkeit, sf,unkt~ion W ,in AbhSm,g,igkeit von den Para,metern 
eines vorgeg, elb.enen Modells. Dutch die W-Funkt, ion ist so.dann 
vermSge des BOLTZ51AXNSC~S~" Prinzips die Entropie ,unsares Systems 
bestimmt. Bsi Ke.nn.t.~is 4e.r Entropie .e.@bt ,sie,h d,i,e ,,TJusta'n,ds- 
gMetm.ng" de,s Sy,st.e;~s ,so.wi.e ,~as g,e~sa,m~e tJhe~se,h.e VerhNtefl 
de,sse.l'be.n a~f rein ~lerm.o, clyr~amiseh,em We,ge. 

E,in einz,igss Makromolektil ,a.llein bdklet aller.clings noet~ ke,ine 
makroskop'ifsda-beobaeht,b~re .Su,b,skar~z. Um ul.so z~ ei:nem Ver- 
gleieh mit ,c~er makro'sk'opi.seh, e:n Er,fahru.ng zu gela.ngen, miis,sen 
wit  ~ns aue.h ein Bitd dartiber maehen, wie die betreffende Su,b- 
stanz s:ieh aus .den ei~zetn.en lg, akromolektilen zusammenset,zt,,wie 
aus ,den Zusta.ndsgrSgen fiir ein e.inzelnes Makromolek4il ,die ,makro- 

Diese Auffassung geht auf BOLTZMA~" zurtiek, wurde abet insbeson- 
dere von GraBS ausgebildet und yon PLANCK vielfaeh verwendet. 

Monatshefte fiir Chemie, Band 65 7 



94 E. Guth u~d It. Mark 

skopischen Zust.an.dsgrSl~en hergeleitet  wer,den kSnnen. H.ier sind 
zwei F~lle z u unterschei~c~en. 

Set~zt sich die makroskopisohe Substanz a, us den einzelnen 
Ma~kro,molekfi,len s:~atistisoh ,ur~geor~dnet ~us~mmen, s,o mfissen wir 
fiber ~ctie geschil, derte Stat.istik tier e~n,zelnen M akromot,ek~ile, als 
~e~s~amt~ke.i~en ihrer T+il~mo~e,kiile, noclh eqine S~at:istik tier m~akro- 
skopisc,hen Su~bstar~z, a ts Gesamt~heit ~ihrer Makromole.kfile, 1,agern. 
Ein Beisp.iel hi effir wer,4en wir bei der Bere~hnung tier Dielektri- 
zit~tskonst:ante eines a~s gro~en Zw.itterionen bestehenden Gases 
ke~rme,nl, erne~ ~w 7). 

An, ders .ist e s jedoeh, wenn ~die einze~nen Makromole,k~ile 
ge,set~z,m~l~i,g ge0~dnet ~ eine makroskopi.sche Substar~z bilden. In 
d iesera F.alle kSnnen n~nl ich  <~ie makro,skop'i,schen Zus~aI~dsgrS~en 
offenbar mit  mehr oder minder g uter N~herun,g proportioaal zu 
den makromolekularen Zust, ar~dsgrS~en aagesetzt  werden, wobei 
al~s P,roporbiona~it~sfaktor ,c~i,e Z~hl .d,e,r M~akr~omolekfile pro I~ubik- 
ze,n~t.imet, er o~d, er ,d..e.rgleiehe~ fungiert. Ein B,eisl~ie~l h~e~iir we rden 
vdr bei ,d'er Ermittl,ung 4er Z,us~ar~d~sgleSc~ung ,ednes ~ s  M,akro- 
molek~ilen ,aufgeb,auten Fes~kSrpe~s (K~a~atsah~k t~sw.) a,ntr.effen (w 6). 

Die E rsch,~i,n, ungen, .die werm.ittels ,in~ne~molek,ularer S~at,i- 
st ik" beha~delt  werden k6~nen b,z,w. ~n~s+en, sired seh,r z.a,hlreich. 
Prinz~ipie]l geh6rt  die l~hysik ~ d  Chemie jeder Subs~ar~z hieher, 
die ,sic,h aus Makromolekfilen zusammensetzt.  

E s ist vielle.i6ht l ehrreSch, die bier vorli.egertden Ve~h~ltnisse 
mi~ ,den en ,bei Mehr-Elektron-Atomen z,u ve~g,le.ie'hen. Prinzipiell 
kann man ja  auch ein Urana~om mit seine n 92 E]ektronen dy- 
namisch - -  etwa nach 4er HARTREESCHEN Metho.de - -  beh:a~deln. 
D.ie Rechenarbeit  w~re a:ber so groin, d al~ man in praxi doch zu 
e.i:ne.r statistischen M et~ho~de - -  ~ac~h TH0~AS-FERM~ ~ gre~ift. D i,~ 
Anw.end,ung e~ner ,statistischen Meth,ode erfolgt also ,in d, iesen~t 
Fall ~ e h r  aus rechentechnischen Grtin, den. An, ders bei den M,~kro- 
molek~l:en. Da h andelt  es sich um TemperaturabMingigkeiten. 
Und ,die Temper.atur i st nut statistisch +definiert. Bei ,den Makro- 
molel~ilen mu6 somit gr,unds~t~zlich e:ine statistische Methode zur 
Anwendung gelaugen ~ 

:Natfirlich gibt es eine Reihe yon Ph~nomenen, betreffend Makra- 
molektile, bei denen man yon der (Wiirme-)Bewegung der Teilmolekfile des 
M~kromolektils in erster N~herung absehen darf und bei denen es geniigt, 
den Makromolekttlen eine spezifizierte, starre Gestalt modellm~l~ig zuzuweisen. 
(Kugel-, Ellipsoid-usw. -Form; starre Kettenmolekfile: aromatische u 
dungen ohne freie Drehbarkeit.) 
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Ein (experimente.ll werifizierbares) Kri~erium da.ftir, d ~  ein 
aus mehreron Teilen :a,ufg.eba.utes Gebilde eine stat~i,stische ~esamt- 
heit bildet, b}etet das A, uftreten yon Schwankungen ~. ~.ei einer 
au.s M.akro,mol+kfilen zu.sam,me~gesetzten Subs~anz sire1 1ran drei 
Arten yon S~hw~,nk, ungen zu unterscheiden: 1. Schwank.ungen 
eines ~ir~zelnen hera~sge.griffenen Teilmolektils 4e,s 'ga~zen :~xkro- 
moIekiils, 2. Scl~w~nkur~gen des g,anzen Ma,kromolel~als, 3. Sch~an- 
k ur~gen ,der makroskopiseh.en S,ubstanz. Die Sc,hwankungen 1 
t iberMegen 5m a.llgemeinen weitaus. 

Ein - -  auch exgerimentell ,unter~su~h~es - -  Bei,spiel flit die 
Schwank~ungen 1. b.iidet d, er E~}nfl~ul~ 5er W~tr~nebe,weg~ng ~uf die 
RSntgen- bz~w. El,ektron, e'ab~ugcmg ax~ gr6gere,n Mol,ektil, e,n 4. Der 
Nachwe:is tier SchwankungeJa 2. ,uad 3. ~st wege,n i'h+er KMnhe i t  
- -  die Schwankuagen sir~cl um so a.usgeprligter, je k M n e r  die 
Anz,ahl der Bestandte,ile ,des betr, a~hteten Ge.bildes List - -  
schwieriger 

Zu den Erscheinung, e n, ,bei denen di.e W~rraebewegung inner- 
halb ,der Makromolekiile einen wesentlichen Zug bildet, gehSren 
die mit  ,der Interferea~ tier Eig,ensct~w.ingungen zu.samme~h~i.ngen- 
den l:~h~,nome,ne, wie Schw~ng~u~n~szeTfa, ll mehr~a~to~niger ~ole'kCil, e ~, 
,kra~cke.n" yon P, etrol, e~m,k.etten ~, ferYmr a]lg.eme4n: physikM'i.sche 
und chemische Pr(~ze'sse mi~ Temperat~ur~b,h~ngig, ke:it ~ w~e th.er- 
mische Dissozia~ion u. dgl. m. In a~llen 5iesen F~llen 1,iei~e ,sich 
pri~.zipiell der st,at~ist, isclhe Charakter tier Prozesse ,dur~h den N.ach- 
weis entsprechender Sc'hwank,ungser:scheinu~gen ~belegen. 

lm al!gemeinen erfordert die Anwendbarkeit der statistischen 
Mechanik auf ein System die Kenntnis der Energiefunktion (bzw. 
der Energiestufen) desselben. Nun i st .abe~r sclhon ~ie Berechn.~ng 
der Energief.unktion e ines .drei.ato~migen Mol.ektil.s eine i~ul~.erst~ 
se:hwierige, noeh ~fast ~n,gel5ste Aufgab.e. Im Gegens.at.ze zum 
Prob'lem ,der innermolekul,aren St.at.istik yon Makramolekiiten im 

Von exzeptionellen F~llen: nur ein mikroskopischer Zustand, keine: 
Sehwankungen, sehen wir hier ab. 

4 Vgl. insbesondere die Elektronenbeugungsversuche yon R. WmRL an' 
Kohlenwasserstoffen. 

5 Ein Beispiel fiir die Sehwankungen 2. tritt bei den erw~ihnten Ele'k- 
tronenbeugungsversuchen auf; R. WIERL, Ann. Phys, 8, 1931, 541; 13~ 
1932, 453. 

6 Vgl. K. F. ]=[ERZFELD, in ~LLER-I~OUILLET, Bd. lII ,  2. H~Ifte, 1925; 
VmWEO, Braunschweig, 1. c., S. 199; M. POLA~YI und E. WINNER, Z. phys. 
Chem., A 139, 1928, 439. 

7 H. PELZER, Z. Elektrochem., 39, 1933, 608. 

7* 
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all gemeinen llifit j edoeh die ,Statistik ,der Kettenmolekii le  (ali- 
phatisc,her Ve~ban, d, uug e~) mit  ,,fr e~i.er O r e ~ b a r ~ i t "  ~im sp ez~iellen e ine 
a,agen~i, herte  LSsung auch ohne Ke~ntnis  4er ,Ener~gie.f~unkt~i,o'n z u. 

Wir k6nnen ngimlich einen Zustand des Makromoleki~ls hier an- 
start durch seine Gesamtenergie charakterisieren dutch seine ge- 
samte Liingen-, Fl~ichen- bzw. Raum-Ausdehnung, und entsprechend 
diesen Makrozustand realisieren nicht dutch Mikrozustiinde ver- 
schiedener Energie, sondern durch solche verschiedener Aus- 
dehnung. Ob die se M.~krozu,st~nde nun exakt  o,der n,ur a~gen~thert 
gleiche Energie  aufweisen, ~st ftir unsere Behan, dl~ngsweis.e ~irre- 
levant ,  da wir  ja anstat, t einer , E n e  rg~estatlstik eine ,La ,gen-  

sta.t,is~ik" v.erwende~ 8. Un~ser Verfahren  ist n.otwen~4ig ,e~.n Mittel- 
.di.n,g zwisc~hen rein mole k.ularer ~nd ph~nomenologisoher Statist~k, 
wie ja auch tier Begriff der freien Drehbarkei t  selbst ein halb- 
ph~tnomenolog~scher ,ist. 

.Be.i Ver wen, du~g .der Energ' iestatist ik wiir, de ,die BOLTZMANNSOHE 

W,~hrseh.e,inlichke~s~unkhion temp.er~urxbh~tng~g h:era~,s~om~en. 
B~i ~unserem Modell und Lag enstatis~ik auf G ~ a d  4er fr.e,ien Dreh- 
b~r~eit wird je,doch ,d'i,e W~hr,s~h~inl~ichke,its~unkti,on n~ar abh~tr~g.en 
yon  den (molek'ularen) Da~e,n ,de,s Ketter~molekiils ~und don l ~ u m -  
koord ina ten  - -  unabhlin.gig yon ,der T.emperatur. Hierau~f kommen 
vr noch zurtick. 

D~ie K enntnis tier W ~ h r s c h e i n l i c h k e i t s f u n k t i o n -  ohne jede 
Th.ermo,dYnami:k-  ermSglicl~t, ,die s~atist~isch-mittlere Au~s,d, ehn~ung 
des Kettenmo,lekiils an,zugeben. Diets ist  fiir die V~i,skositlit und 
StrSmur~gs,doppel~brechuag b ie~gs~mer K ettenmolekiile yon  grol~er 
B e4e,ut~ng ~. F rei~ch m~I~ ~ie,r bem erkt  vcer~de,n, da~ die Definition 
tier mittl.eren A~s4ehnu~g nicht ganz .eindeutig ist. Ferner  l~tl~t 

s Es stSrt uns daher auch nicht~ dab die Existenz yon Mikrozust~nden 
gleicher Energie eine hochgradige~ dynamisch wahrscheinlich sogar unmSg- 
liche Entartung beim Modell des )Iakromolekfils darstellt und auch in der 
Energiestatistik - -  die wit abet ebensowenig kennen wie die Energien 
selbst - -  zu Schwierigkeiten Anla[t geben diirfte. 

9 ~Vie eine Diskussion auf dem Madrider Kongrel5 ftir reine und 
angewandte Chemie im April dieses Jahres zeigte, hat auch W. Kun~ dieses 
spezielle Problem der statistisch-mittleren Ausdehnung in ~hnlicher Weise 
angepackt. Herr Kcn~ stellte uns kfirzlich - -  nachdem diese unsere Arbeit 
im wesentlichen schon abgeschlossen voting -- das Manuskript seiner in 
der Kolloid-Z. erscheinenden (AnmerkunF, bei der Korrektur; unterdessen 
erschienen in Bd. 68~ S. 2) Arbeit freandlich zur Verftigung. Wir kommen auf 
diese sch(ine Arbeit an geeigneter Stelle noch zu sprechen. 
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sich aus der Feststellung ~o ,der Temperat,ura,bh~ngigkeit der u 
sit,it ,der LSsunge:n von H.ochpolymeren f.olgern, ~4a~ alas mittlere 
Kn~i.uelvolumen dieser Molekfile eben yon tier Temperatur  abhlingt. 

Zu bemerken i~st noch, ,&~ ,e,i,ne vOllig fr,e,i,e Dre,hb,ark, e~t ~ 
~m allge,m.einen r~icht exi,stier, en wircl. V,ietmehr .d/irfte fast ,stets 
eine (wenn .aaeh manc,hmal n.ur ,kl.eine) Behin.derung tier fre.ien 
Dr e*hbark.e,it st,a.ttfin, den. 

Wegen diesem Vorbehalt ,und der sehon erwa.hnten nieht 
exakten Ermittelbarkeit  tier Wahrscheinlichkeitsfunktion kann es 
nicht ~ s ,  er ZM s,e,in, die b.eoba~ht,eten Zusammemh~tr~g.e fttr Makro- 
molekttle q~anti tat iv-exakt  ausdeuten ,zu wollen. Die gen, auen 
E,igenseha,ften e,ines Kautschukstiicke.s z. B. wir.d man auCh weit,er- 
bin gena'u.er nur d, urch Messungen ermitt:eln kOnnen. Was wit  
hingegen anstre.ben, ,ist die Interpretat ion tier typ i s~hen  E,igen- 
seh~ft, en der Kettenmolekiile ,sowie .die Kerleitung se.hon hek, annter  
oder ne,uer allge.meiner Ge,setzmitl~d:gkeiten au'f Grun, d der als be- 
Ican nt vor~us.ge,set, zt.en moMcu~ar,ea~ Date~n (Zahl Jder Teihnolektile, 
ihr Abstand ~md Vafen,zwinkel) un,d des Kon, zeptes der freien 
Drecl~ba.rk.e~it. Hi ebe,i .ist n~t,iirHch far  ,die Anwer~d, barke.it nns, erer 
B.etsae,ht,ur~gen nricht er~ol, c~erl,ieh, .dal~ d'as be~treffend, e I~etten- 
molekfil .in W'irkHeh.'keit 4ie freebie D.r.ehbark.eit ,~dwe.i,st, v~/e]~m, ehr 
gen.ti,gt e.s, wenn ,es .s~ch so verhglt, ,,,als oh" e~s fre=i ~4reh~bar w~ire. 

w 1. E x k u r s  f i b e r  ,d i e  f r . e i e  D r e ' h , b a r k e i t  ~bei 
K e t t e n m o l e k f i l e n  .un,d ,d ,er ,en  s t a t  i s t : i s c h . e  

K o n s e q u e n ~ e n .  

De.r Be,gr~iff .&er freien Drehbarkeit veurde ,in 4er klassischen 
St.ereoch.emie eing.e~fii~hrt, ,u~n ,c~as Fehlen yon Iso~m, esea bei <len 
symmetrisehen Xtha.nderivaten (abweichend yon ~4en Xthylen- 
,derivaten) zu deuten. Zu einer Pri~zisierung ,des Begriffes reic,hten 
4i.e rein che~nise,hen Tat sachen je.doch night aus. Die Ar~bahnnng 
einer Kl~irung er.folgte vielme~hr erst ,&urch di.e ]-teranziehung 
physil~alis~her Tats,~chen (Dip oimom, enVe, K.err~Kon,sta~nt~en, .op- 
tise~he Aktivitiit,  spezifisch.e W~irmen, sehliel~l,ich ROntgen- .und 
Eiektronen~bea~gu~g) ,u.r~d the,o~etis~h, er A~s~itze iiber di.e inner- 
molekularen P.otentiale. Letztere bosc'hrlinke,n s ich .aller~4in~s ~"af 
XVhan un, d D,ic'hlor~ithan, .die wegen der ger.ingen Zahl i,hrer Tell- 

s0 tiler sind zahlreiche Arbeiten aus den letzten Jahren zu nennen. 
Am besten orientiert man sich aus dem Bueh: H. STAUDINGER, Der Aufbau 
der hochmolekularen organischen Verbindungen; Springer, Berlin 1932. 

~ Die wir einfaehheitshalber angenommen hatten; vgl. hiezu w 1. 
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moiekfile kein.eswegs als Makromoiekfile angese.hen werden k(innen 
u~d k, ein,e s~a~isti~sche B~ha~d~u~g ,ertv~g,en; sie .e,rl~auben ~b,er~ e:in 
Bild fiber alas Zustar~dekmnmen .tier fre,ien ~Drehbarkeit ,fib,erha~tpt 
zu g~winnen. Hienach ist da~s Auftre~e'n der frMen Drehbarkei t  
e'ine Folge ,der Drehungssymmetri.e .tier Lad~ungsverteilung bei einer 
einfachen ~Bind.'ung um ,die Vale'~zricht.tmg. Das ware ,die ,soge- 
nannte unbeh,inderte fre,ie Drehbarkeit ,  bei der eine wirkliche kon- 
stant~o Dreh~ng .inf,ol,ge W~rmeb, e~,e~o~u~g sta~t~I~at. Da,s H i,nz~'t,reten 
.dev VAN DER WAALS 8CItEN Krgfte  be~i:~kt jedoe'h im ~a]~etm.~i~e,n, &ai~ 
bei tier Drehung gev~iss.e Gleichge~ichtsltagen (also ve~schiedene 
Isom.e,r,e) xuftreten,  .die :sich j edo~h ene rg, etisc~ nur so wer~i,g ~nter- 
scbei.den, dal~ sie chem.isc;h nicht vone,inander ,zu trennen sin,d. Ist 
n,un kT  kte.in ~.e.g, e a d ,  ie D ifferen, z de.r po.t~nVi.e.lle~ E.ner~ie zvcM~r 
Gleic~age.wic,htsl,~gen, .s.o werden ,die .dre,h'baren Cx~ppen (kldne) 
Schvcin~un~en ~m ,die~s.e C~le~chge~cic~h~tst~ag:e~ ~u~sftihr.e,n. Mit z,u- 
nehmeader  Tempe~at,ur ,~ehe.n ,~i:e~se Schwiag~ungeu 'Mimi~hlich in 
e ine ungleich,m~l~ige Dr eb_~n.g i~ber~ ~die .schl~ie~lid~ i'n .d, er G ~ n z e  
T - *  or eine ~leidffdrm~i(ge vci~d. 

Bei den  (ver,wickel~en) M.akromo}ekfilen, mit denen wit  zu 
tun  h,aben werden~ lassen uns die theore~i, schen A ns~ze  und aueh 
die obgenannten physikM:ischen TaVsachen, ,die ffir so groi~e Mole- 
kfile noch mcht  bekannt  sind~ im Stich. Irame~hin vcfi~de eine ffir 
J~th~an d.urchge.fi~hr~e Rec,hnung von H. EYa~NG ~ wahrseheinl.ich 
machen, dal~ bei ,de~ a~ip,hatisch.en Ket ten  ffir Zimmertemperatur  
schon :freie Dr e,h, barke,it vo,~ha~den list - -  di, e Ubertragbarke,it  tier 
Rechnungen ffir s a'uf li~ngere Ket ten  v oraus.ge~s.et,zt. 

Ein Kettenmolekfil  ~m'it freier Dr~hbarkeit) besteht  ,~us Toil- 
mole,kfilen, die man sich al.s dur~h S~tbe (Binduagen) ver, bunden 
vorstel}en kann~ wobei ,die Sti~be eben ,f~ei ,dreh, bar" si~d, ,d. h. 
alle Be,wegung.en ausffihr.en kdnnen, die die Konstanz ~der S~ab- 
l~in~e,n ~und tier Val.en, zv~ink,el nicht ve,rletuea. Z.B.  k,ann be~i e iuer 
K.ette, bestehen4 aus drei Te,il~molekfilen~ d. h. zwe,i .St~i~ben, jeder 
der  Stfi~be ~m ~den .aI~de,~en ,~s Achse e~in, e~n Ke~el ~e,schr.e,~ben. 

D~ie Definition tier (effektiven) Ldnge einer Kette .ist nicht ganz 
eiadeut~g zu treffen. Man sieht dies s~hon am obigen Zwei-St~b- 
Fall. J.e nae'l~de,m hi,milch, ob ,tier Vulen)zwi~kel ~< 600 ~is~, wtirde 
man wo,hl ,die Verbindungsst recke d e r  zwei S~abe bzw. die L~nge 
eines Stabes ~ als Li~nge ,tier Ket te  ,ansehen. s  steht e,s mit 
der  Definition der  (effektiven) Breite. 

~'~ H. EYam% Journ. Amer. Chem. Soc. 54~ 1932~ 3191. 
'a ttiebei wurde die Gleichheit der Lange beider St~tbe vorausgesetzt. 
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hToc~h mehrdeutiger wird tier ,Begriff der L~inge ~r~d Breite, 
o4er etwas allge~meiner, 4er r~Ltumlichen Aus4ehung bei m a r  ,als 
drei Teilmolek.iilen, d. h. mehr .a~s zwe~ St~ibe.n. W~i.hrend n~Lmlich 
bei zwei St~iben .die ,,Liing.e" (und auch die Breite) durc,h die freie 
Drehbarkeit nicht ge~Lndert wit.d, tritt b ei drei und mehr Stliben 
eine solclhe .;indemng ein, wie man durch ein.e einfache geo- 
Inetxi'sche B.etra~ht~ulag erkennt. Z~ @i,e,sem Zwe~ke definieren wir 
be,st:i~mm~he.itshu~ber (rUl~d ~in Hinbli~k auf 4a,s Folgei~de) ,al,s L~tnge 
die Verb~ndungsstrecke zw~sehen d em An f.an.gspunkt des ers~en 
und dem Endpunkt ,des letzten Stabes. Die.se L~i.n~e .h~ingt abet 
offenbar yon den ,freien Drehungen" ab. Statt yon St~iben k~nnen wit 
auch von Vektoren s prechen, da ja .den St~iben Betrag und Rich- 
t.un,g zukomint. Bleiben wir 5nsbesondere bei der soeben ge- 
troffenen D.efini~ion tier L~inge, ,so ,h~ben wir e ilff.ach init tier 
Addition yon ,,frei dre~h,baren" Vektoren zu t,un. 

Die Abh~ngig~keit tier ,,L~nge" tier Kette yon der fre.ien 
Drehung ist das fiir unsere Betrachtuag.en entsche,idende Moment. 
Dies h~at n~mlich zur Folge, ,d~al~ diese ,,L~inge" n ur statistisch de- 
fi~i+rt werden kann. Die freien Dre,hruugen ,erfoIgen n~i,ml,ic,h so 
rasch, ,dal~ nur Mittelvcerte .z~r B eobachbung g elangen kSnnen, rnit 
anderen Worten: die L~inge i st k eine ~scharf bestim,mte GrSfte, 
sondern h~Lngt yon tier Genau.igl~eit ab, mit der wir ,4i'e freien 
Dreh~ngen Verfolgen kSnnen. 

Die Yer.h~tnisse sin.d ~hnl~ic~h denen bei der BnowNscn~s Be- 
wegung, wo ja z. B. die Transla~ionsgeschwindigkelt tier Teilchen 
auch keine scharf definier~e Gr56e ~st, sondern yon tier Genaui~ke~t 
a b:h~ingt, mit tier wir die TranslatSon verfol.gen kSnnen (vgl. 'hi e,zu 
den E~infl~uI~ d er W~rmebe.we.g~an.g az~f die Elektronen- b~z~w. RSntgen- 
be:ug~ung). Die Analog% mit der ~BROWSSCs~.~ Be~vegung erhellt 
tibrigens auch dara~rs, ,dal~ die ,St  it,be" bzw. ,,Vektoren" offen~bar 
den von den Teilchen unter Einfluft tier W~trine'be.we,gun.g (,des 
L~sungsin.ittels) zurfickgelegten ein~elnen ~geradlinigen Wegstticken 
(,,Sc;hrittell") entsprec,hen, w~hrend einem ganzen Kettenmolekiil 
die ~esamtheit d'ieser eiI~zelnen ~chritte eines und desselben Teil- 
cherts (also eine Zic~:za~kbahn) korrespondiert ~. Die freien 
Dre'lmn~en bzw. T~ansllat.ionen (odei" a~ch BROWN SCHEN Rotations- 

*~ Ein wesentlicher Unterschied besteht jedoch darin~ dai~ die Zahl der 
St~ibe eines Kettenmolekiils konstant und damit die maximale L~nge der 
Kette vorgegeben ist~ w~ihrend die Zahl der Schritte eines und desselben 
Teilchens bei der Bn0w~SCnEN Bewegung nicht fest ist. Ygt. Anmerkung 15 
auf S. 100. 
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be weg~m~en) wer,den be~demals ~durch dasselbe Ag.ens, die W~trme- 
beweg~ng der lgolekiile des L~s~angs~n~.ittels bzw. der Teil~nolektile 
des K~ttenmolekiil,s, sel,b,st bewirkt.  

Zur Erm,ittlun:g der stat istischen A usdehnung eines Ketten- 
molekii~s wird 4ie K.enntnis einer Verte~lungsfunktion W ben5tigt, 
,die ,die Wahrsc,heinlichkeit ,4aftir an,gibt, dal~ ein Kettenmolekiil  
mit  vorgege,bener Stabl~tnge, Stabar~zahl und Valenzwink~el e,ine 
L ~ e  b'zw. A~t,s&e~hn~ng vorg,e~g~ben.er Gr01~o ~ufwei~st. Die B e- 
st,im~n.ung tier stat isti,sc.hen 2~u~sd.ehn~ng erfolgt ,&ann ,&urah M~it.tel- 
bil, dung ~ber ,die L~nge ~b,zw. Breite vermSge W. Bei tier Bo- 
re~hn.ung von W vdrcl b lol~ die Anna~hme ge,macht, .&aft .die freien 
Dr,stmngen u n g e o r d n e t  ~e'r'f, olgen ~5. Dait .es s~ch spezM1 u m W~trme- 
bewe.g'ungen h andelt, ist  bei ,dem ,in d ieser Arbeit  zv~ecks Yer- 
einfach~ng ein,genommenen Stand,p,unkt nicht er,s,ichtlich, W 
komvnt t~emperat, urun,abh~ng:i,g h.eraus. 

We sentli~h ffir alas Folgen, d e i.st der Umst,and, ,clal~ 4ic Ver- 
teilungsf,unktion W im Rahmen tier ftir eine Lagensta t is t ik  --- an- 
s~att 4er ~bHchen Energie,stat,~stik - -  g e,eign.et a.&~pti~erten BOLTZ- 
MA~SO~EX Me.tho*de als ,zu~n w~ahrsche,inlic,h~sten Zust,an4 g,eh&~ig 
h er,ge],eit.et we r,den ~ann. Wir z e,igen 4ie,s ,exp~izi~e ira ag~hsten 
Parag~aphen a,m Bei,sp,iel ,4es einfa~Rsten ,e~i~&imensk~aalen Mode,lls 
fiir e=in K.etter~mol:ekiil. Wir w erden ,seAhen, c]al~ ,d;ies.em M o4ell e~ine 
allgcmeinere Bedeutung zukommt, indem es, erweitort, auch das statisti- 
sche Gebaren eines wirklichen Kettenmolek~ils zu beschreiben gestattet. 

2. B O L T Z H A N N  scHE L a g e n s t a t i s t i k  i n  e ~ i n e r  
D i m  e n s i o  n. 

Z~ecks  1,11ustrath)n ersetzen wir ztm~tchst d,as in der Ein- 
leitung und im vorher,gehenden Par:agraphen for~mulierte Problem 
des Kettenmolekfils mit f reier Dr.ehbarkeit durch etwas einfachere 
Probleme, nil.milch die der , , Irrwanderung" bzw. des ,,Irrfl ~gs , 
Pro bleme, die yon RAYLEI~lt ~ seit 1880 ~iederholt  behandelt 

i~ Man hat hier einen ~hnlichen Full, wie bei der Herleitung des 
EINSTEIN SCHEN Gesetzes ftir alas mittlere Abstandsquadrat bei der BR0w~SCnEN 
Bewegung, wo man zunachst auch nicht mehr anzunehmen braucht, als da6 die 
Bewegungen ungeordnet erfolgen. Die Temperaturabhangigkeit yon x ~ (-~ 2 Dt) 
kommt erst mittelbar durch die T-Abh~tngigkeit yon D (=-BkT) zustande. Von 
vornherein gilt fibrigens x---~n (Zahl der Sehritte). Also ist die Inkonstanz von 
n wesentlich ftir die T-Abh~ngigkeit yon x ~ .  Vgl. aueh Anmerkung 14 auf S. 99. 

~ LORD P~AYLEIGH~ Scientific Papers Vol. u 604, 627: daselbst 
Hinweise auf die frtiheren Arbeiten des Autors. Erste Arbeit: Phil. Mag. 
Vol. 10, 1880, S. 73, oder Scientific Papers, Vol. I, 491. 
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w,m~den, wegen .ihre,s Zc~,samlmenhar~g.e,s mit d.er F~ag,e aaeh der 
Sug.erp.o.sit~on ,ei:n, er grofaen Anz;ahl v.onW,e:llen wfilkiirl, ich,er I~h.ase, 
bin cr 1919 eine, i'n gewi~seem ,S:inne v0bsch~i, ellie,r~d.e Di,s~ku~s~si.on ,tier 
F.sage vomd~men konnte. 

Di.e Irrv~andm'~ng (,,ra1~clo~ vcalk") best.eht d!ar,in, ,clal~ .ein 
Wanderer  ~in willkfirlich.er Richtung eine Streeke 11 zuri iddegt ,  
'kier.auf in einer .an, der.en 1%ichtun.g, die m.it ,cler ersten den Winkel {}1 
bildet, die tStrecke 12 wa~dert,  so,da~n eine Strecke la dur~hmif~t, 
deren Richtung mit tier yon l~ einen W.inke] ~ dnsehlieBt usw. 
Die Winkel ~ sollen hiebei zu,flilli.ge ,sein. Gefragt wird n.ach tier 
Wahrschein] ichkdt  .dafiir, ~clal~ tier Wan,~erer naeh n 8tr.ecken 

n 

e,incn vor,ge,ge,benen Weg L ~ E l~ ~urr D,er ,,Irrfl,ug" 
, 

(,,random flight") bildet 4i.e .dre&limensionale Verallg.emeirterung 
der ,,Irrwar~de~ung". K.ur'z g.esprochen h,an~delt e,s sich trm :die 
&dd'i~i.on yon n ,zwd- bzw. dr.ddimens.ionalen Vekt.oren, .die z,u- 
f~tll,ig.e Wink, el miteinan.der einscahliefSen, w o b d  naeh ,tier Wahr- 
sehein.lichkeit daftir ge,fragt wird, dab d.er Se,hlul~vektor e,ine vor- 
gegebene L~t:nge erreicht. 

D,ie Yereinfac.hung geg.entiber de,m eigentlichen Pr(,blem 4er 
fl, d e n  ~Drehbarkeit liegt d, arin, .4al~ wir au~h de.n (festen) Yalenz- 
winkel als ~zulflillig vari,abel ans,~hen, g.brigens s:in,d di.e L/~n.gen l~ 
tier Str.ecken, die Abstlind, e tier Teikraolekiile b.d viel.en Ketten- 
molekiilen exakt gleieh, und dies werden wir auch in tier Folge an- 
n ehmen. 

Ein:fa.eber ,als die , I rrwander,ung" und tier ,,Irrtlug" ist .die 
AcqUit,ion ,e,in, dimensional.er Vektoren z,u b,e,h~aacleln. Aa Stetl, e der 
Wink.e.1 ~ treten hier ,d,i,e ~vce.i mSgl'i~hen Riohtungssin~e: po.sit.iv 
u,n,d negativ. 

Wit  idealisieren also das Kettemnolekfil  .durch n St~ibe vom 
gle,ic,hen A.bsoloa~wert d~er Lgr~g,e l, wo,bei d,ie ,St./~be zweier ,,Lgng.en- 
z~star~de" f~hig si~d, ~/ian.li~h de.r beiden ,,L~.agen" -~ l und - -  l, 
di.e fiir '~e ,~e.sa~ntlan~e" ~ i t  ihr.em V o~z.eiehen 4n Rechn.ung zu 
s.etzen :sin~d. Die Ges.aantl~tnge ist &ann .die V.ektor,s,u~mane .der 
eir~zelnen u  -[-1 un,d - - l .  S,i~r~d z. B. n~ po~s~itive .und n. 
ne,~ative St~tbe vorhan,dea (n~ q-n2----n), so ist ,c~ie Ges.a.mtl~tnge 
gegeb~e.n dutch:  n~ (q- l) -4- n~ ( - -  l) ---- 1 (n~ ~ n~). Der frei.en 
Drehbar, keit  ent.sprie.ht, vale schon g.es.agt, clal~ zwei , ,Lgngen" mSg- 
lich sind~ ,dmn zufdlligen Charakter .d+r fr,eien Dr.e'huagen, .daf~ es 
xueh hi,er zuNillig s,ei, ob e,i~n St~b ,d~ne po,sitiv,e o&er dn,e n, eg,ative 
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L~r~g.e ~n~w, ei.st, ,tier Gleic~lmit de'r ,a,pvi~ori-Wahrs0hei.alichk.~it der  
D~ehuage~n d:ie Girlish, heir &er a,pvioT,i-V~a~hrscheqinHchkeit ftir ,4ie 
p ositiven ~n4 n.cg,~Nven Stli,b.e. 

In ,der BOLTZMANNSCHES; En, ergiest~ist,ik k,orrespor~d'ie.rt diesem 
Mo4.ell .ei~ne ~e~s~t,m~e~it yon  n G,~smele~kfilen, pd.e~en j.edes nur 
zweier Z~ust~tr~d.e (mit den  Ener.g~ien -t-e ~an, d - - e  etwa) f~hig ist 
uI~d Wo bei~de Zu~sti~i~de .gle.ich wa,hr, scheinlich sind. 

D~e BOLTZMANNSCn~. W,ahrsc~einHchk, e~t 4a.fiir, daf~ n~ St~tbe 
(Gats~molekiile) .d~e Li~nt~e ( ~  l) ~&ie En.ergie ~-e) ~lr~cI n~ St~be 
~@~smolekiile) d.ie Liinge ( - - l )  (4,ie EaeJv~ie - - s )  ,t~b.en, ist be- 
k.xnntHch ~: 

( 1 )  '~ nI (1,2) 
W---- ~- nlln~! 

mit der Neben,bedingung der Kons~an~z d*er Anzahl &er St'Xbe (Gas- 
molekiile) : 

n = n~ § ng. (~, ~) 
~iir grol~e n hat  W e,in ~ a ~ i m u m  ,bei 

n 
n~ : n~ - -  ~-, (3, 2) 

al~so bei d'er gleichmd/3igen Vertei lung,  (3, 2).i,st 4er  wahrschein- 
l ichste Zus tand i,m Sin:Ira BOLTZMANNS. M~n 1,e~itet (3, 2) bek, a,nntl,ich 
ab, ,ind'em man ,d, as Max,im.um yon log W ~mit Be,achtur~g you (2, 2) 
bestivamt, wob.ei f.tir n!, n~! und n~! ~die ISTIRLINGSC~IE Formel ver- 
wendet  wi~d. 

P,hy, s~irk~l~isch ent.spr,icht f,tir Ga~se die gle~ichm~tl3ige Ver~eil,ung 
(3, 2) .der Abwe.s.enheit ~t~ul~,erer Kr~ft.e. D~ie ~es~mt,energie des 
G~ses: E = n~ (-~ s) -t- n~ ( - -  e) = e (n~ - -  n.~) wur4e nicht vor- 
ge,ge~ben .und versc,hwin~det ,g'em~tg (3, 2). 

Ana~lo.g l~tl3t sich (3, 2) fiir uns.er Mo, dell in te rpre~ieren .  Die 
Gesamtl~nge der Kette L = n~ (-t- l) -t- n~ ( - -  l) = 1 (n~--m.) v~ur.cle 
gle.ichfalts nicht  vorge.~ebe,n ,un, d v.erscl~win,(let gem~l~ (3, 2). 

W~ir.ken ~tff die G~a,smolekiil.e Kr~tft,e, so tri t t  ,zur Nebe:n~be- 
din~ung ,d, er Kor~stan~z .der Teilc'hen~za:hl n0ch .die der Ges.aznt- 
energ~i.e: 

E = nl  (+ ~) + n~ (-- ~) = ~ (n~ - -  n~). (4,  2) 

Aus ~llen m i t  (2, 2) vertr~i,gl~iclhen Kompl, exion.en s~heiden 
c~a~nn a lle jene ~us, die n~it Id, er Enert~i,e~konst~nz nic'ht v ertrfi~gl4ch 
s:ir~d. Die mikroskopischen Zusta~a,c~sv.ert,e~ilun*gen, du tch  die ein 

1~ Die Raumerftillung durch die Teilmolekfile des Kettenmolekiils wird 
hiebei zuni~chst vernuchl~ssigt. 
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makr(~skopisch, er Z~ust,a, s d  ~,e:alisi.er~ werden l~ann, wet, gen also je~zt 
du.rch zwei Ne~ben~be~ir~gungen .eingeschr~nkt. E s sei n och be~to~t,,~l~ 
dutch die zwei Nebenbecting,uagen (2, 2) ,ttI~d (4, 2) ebenfalls iln dem 
yon ~n.s bier b.e,tl:achte:ten F~ll rmr zweier ~ustgnd.e n~ ~ln, d n2 ,schon 
vSllig bbe,st~im~mt werden. Es,g~i~bt so~mit - - g a i t z l i c h  a,b~eichend 
~,on dem gewS:hnliich betr~chteten Fall (unendl,ieh) viel,er n~ikro- 
skopiseher Zusta~&sver~e~il~ungen - - ,h , ie r  nur einen einzigen Zu- 
stand, de r auch die Roll, e ,des v~a,hrsehein~ichsten Zustan~de,s tiber- 
n~i~mmt. Es ist d~rmc,h Mar, ,&~l~ ~dJer T.e.mper~turbegriff fiir ~soleh 
e i~ ,,C~a,s" n:icht einftihrbar i,st. M~an brat eirm Art  N~llp~nktsener~ie. 

Aim log zu (4, 2) kennze,ichnen ~ i r  nun e inert makroskopi-  
schen Zust, a.n~d an,s.er~es K ettenmol,ektil~s darc'h die v,or,gegebene Ge- 
samtlange ~desselben: 

n = n~ (@ l) -t- n~ ( - -  l) ---- l (n~ - -  n~). (5, 2) 

Dutch (5, 2) ,un~d (2, 2) w.e,rden nt u~d n._, e~inde(utig bestimmt iz~u: 

E,inset'z,ur~g yon (6, 2) ,i~n (1, 2) gi~bt: 

Di.eser Ausdruck gibt a.lso die Wahrseheinliehkeit  d a~fiir an, 
dai~ un~ser Ke~tenmo~leMtt vor,gegebener ~St,~banlzalhl (n) cmd -lange 
(l) ,d~ie ,stat:i~st,i:sc,he G,e:sa~tli~r~ge L hat. A,us (7, 2) folgt, dal~ 

L < n l  

ist, wi.e es sein m~i~, da die W-Fun~ktion ftir L > nl i hren Sinn ver- 
l iert. fst n g er,ad% .so t~at L die (n ~ 1) Werte:  

0 . 1 , _ + 2 1 , _ + 4 1 . . . , _ n l ;  (7a, 2) 

Ist n ung~era~de, so kann L ,die (n @ 1) W.'erte: 

+_11, +_31 . . ,  +_nl 

anneh~nen. Da.s In~ervM1 .zwi~schen den ,a~,ufei~rmn, d.erfolgenden 
resul~ieren, den L-W, erten ist ,al:so gleic;h 21. 

Ffir ,die uns ~intere,ssierenden Kettenmole,kiile i st nun n sehr 
grog u'r~d 1 isehr k le:in. In 4ie,s.em Fialle k0nnen wir ~d, ie streng~ge- 
nommen nur diskreter  W.ert, e f~ih~.gen n, n~ un~d n~ ~in (7, ,2) an- 
gen~hert Ms kontinuierlic.h-~aria.bel arise,hen cmd entsprechend yon 
den diskre.ten F, aktor:iellen ~e~ii~ ,der Definition,s form,el: 

n ! =  P (n § 1) (8, 2) 
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z~ den  k.o~nt,irmi, erl.iehen r-F~u.nkt,i,onen ~beT.gehen. &us (7, 2) ko.mmt 
mit .(8, 2) und Beaeht,ung des Umst~ndes, dag alas Inter~al! 
zwisehen den aufeinande~'f~olgenden resultieTenden L = Werten  
gleieh 2 l i s t :  

W* (n ,1 ;L )dL-~W(n ,  l;L) dL - -  

2 l - -  

(21___) n r(n-t-1) dL 
= + q (9, 2) 

als Wxhr.se,heinlie~hkefit cl~fiir, dai~ die re:sultieren, de Gesamtl~nge 
zwisehen L und L + dL liegt, wobei dL .ein Vie.~ache.s der klein en 
L~i, nge 2 1 betr~tgt. 

n 
Wir wollen nun annehmen, dal~ ~ -und  damit erst reeht n so 

r/n+ groB sind, dab fiir ~ - ! [ =  ,2  1)] some n ! [ = r ( n @ l ) ]  die 

STI~LlXa sen~ asymptotiseho Ni~herungsformel: 

n l - -  !' (n @ l ) ~ n n  e -~ V2r:n (10, 2) 

verwendet werden daft; ftir Kettenmolektile, ftir die dies nicht 

zut-rifft, kann eben keine innermolekulare Statistik getrieben 

werden. Wegeu n l = ~ -  

auch ftir n i l  angewendet werden. Ftir n~! { = ] � 8 9  

gilt dies bloB im Falle x (( n. DemgemiiB haben wit zwei FNle zu 

) unterseheiden n,•}} 1 gilt beidemal! . Wir setzen: L 1 - -  x oder 

(was dasselbe ist) / =  1. 

a) n})x :  Hier ktinnen wir fiir aUe drei r-Funktionen in (9, 2) 
die STIaLING sere Formel (10, 2) einsetzen und erhalten naeh einiger 
Reehnung unter Beaehtung der Voraussetzung is x (( n: 

X2 L2 

�9 -. ~ ' d x - - - -  _ _ e  2~'dL--~W*(n,l;L).  (11,2) W * ( n , x ) g x = [  1 ~e~n 

[Die Rechnung erfol~ zweckm~tl~ig ffir log W*. Eirtsetzung yon 
(10, 2) in (9, 2) gibt: 

is Man erkennt schon aus (7~ 2) leicht, da{3 fiir n }} I die Wahrscheinlich- 
keit W*(n; x) nur bei x (( n merkliche Werte annimmt. 
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1 
l o g W * =  n + ~ -  logn--n+~log27:--(n+l) log2-- ( n + l + x ) .  

1 ( n + x ) +  1 (n+x) - -  I 1 ( n + l - - x ) .  �9 log ~- ~- ~ log 2 ~ -  ~- 

1 ( n - - x )  + 1 ( n - - x ) - -  i 1 �9 log ~- ~- ~- log 2 n = -- ~- log 2nn-- 

1 ( n + l  (1 x ]  l ( n  + l _ x ) I o g ( l _ x ) .  +=)log 

Entwicklung der Logarithmen yon (1@ x )  und (1 - -  x )  Ix (( n 1] 

mit schlieglieher Beschrlinkung auf Terme ~ x~/n~ unter Beachtung 
yon n )} 1 liefert dana naeh Antilogarithmieren (11, 2)]. 

Aus (11, 2) ergibt sich aueh ftir L>nl eine endliche, wenn 
auch sehr kMne Wahrscheinliehkeit. Der hiedurch begangene Fehler 
entspricht (genau) den Vernachlltssigungen, die wir bei der tter- 
leitung yon (11, 2) maehten. Es gilt n~tmlich 19 exaM: 

+co 
.fW*dx----- 1, (12, 2) 

- - c O  

so dal~ man auch bei den Mittelbildungen die Integrationsgrenzen 
yon - -  ~ his @ cx~ nehmen darf 20. 

Die Wahrseheinlichkeit daftir, dal  der Absolutbetrag yon L 
zwischen L u n d  L@dL liegt, ist natirlich doppelt so grol] als 
W* in (11, 2): 

W~b = - -  2 W*; ( i la ,  2) 

der Bereich yon ILl erstreckt sich hiebei yon 0 bis oz: 
oo  

jW~os dn= 1. (12a, 2) 
o 

Fi r  den Mittelwert yon L ergibt (11, 2) den Wert Null: 
+:o  

-L-= f LW*dL= O, (13, 2) 
- - c o  

wie dies sehon die Ausfihrungen auf S. 102 enthalten. F i r  den 
Mittelwert yon [LI folgt hingegen ein yon Null versehiedener 
Betrag: 

~ F i r  die e x a k t e  F o r m e l  (7, 2) g i l t  n a t i r l i c h :  2 W (n, l; L) = W (n, l ;  0) § 
n I - -  n l 

+ 2 E W (n, l; L) = 1 ftir g e r a d e  n u n d  a n a l o g  a u c h  ftir  u n g e r a d e  n. 
2 

Y- 
~o f W * d x =  W * d x = ] / ~ f e - ~ l Z n d x = ~  f e - ~  d u = O  

--n  b [ ~  o V ~  o " 

F i r  n = 8  e r g i b t  s i ch :  ~ { ] / ~ - ) = ~  ( 2 ) - - - - 1 - -4" 7 .10  -3 u n d  ffir n = 3 2  b e r e i t s :  
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I -t ~ - ~---~ LW~b s L - -  2. fLW*dL 
o 

Fiir den Mittelwert yon L ~ folgt: 
_ _  -{-~ 
L ~ ~ f L ~ W * d L  ~ nl ~. (14, 2) 

In (11, 2) kommen nun n und 1 bloB in der Kombination nl ~ 
bzw. Vn.12 vor, so dab man durch Einfahrung yon L-KerhNt: 

- -  1 z 2  

W * ( n , I ; L ) = W * ( L 2 ;  L ) - - - v ~ e  ~ .  (15,2)  

Ki.eran k.n.tip~en vdr .z~vei Bemerl~un~en: 

1. (15,2) ,biMe,t  ,ein, e n Spe~.ia~f~l d.es GAUSSSCSEN Fehl,er- 
g.esetzes. Dies wa,r auc,h zn ervcarten. Denn (7, 2) st e,llt e inen 
Sp,ezialf, a:ll der  NEWT0~SC~E~ Formel ,c~r und ( 1 5 , 2 ) d e n  ent- 
spree,hende~n S.pez.~al,fall ein.es yon LAPLACE ,aUf Grurrd 4er STIR- 
IxN~SCH~N Form,el ,t~iir ~Si,e ~-EWTON SCFIE Form el he,rgeMtete,n N~he- 
rungs,a~:sd~ueke~8. 

2. We,iB man, d,a.13 e~i.n V~a.hrseheM:iehkd't,s,~e~set~z ,den Typ,us 
(15, 2) ,des Fehlerge,set,ze.s 'a,ufweist : 

W , - -~L '  (16, 2) .zle 

so sind die zwei Koeffizienten A und ~ durch den Mittelwert yon 
L ~ wie folgt bestimmt: 

1 1 = _ .  (16a, 2) A 

b) x ~ n. Itier kSnnen wir ftir r (n @ 1) some r (n~ @ 1 ) =  

= r [ l ( n @ x )  @ 1] die STIRLING 8CItE Formel (10, 2) verwenden, wah- 
i t _ - -  

r e n d w i r f i i r Y ( n ~ @ X ) = r [ l ( n - - x ) @  1] eine andere, konvergente 

Reihenentwicklung, die gerade ffir kleine Werte yon n~ gilt, heran- 
ziehen. Diese lautet2~: 

log r (z+ l)=--Cz-+-L~ z~--~(3) z~+~@ ~) . . .  (17,2) 

mit 
C = 0" 5742 . . . (EULER sCttE Konstante); 

(8) ~ ~ 1 (RIEMANNSCHE Zetafunktion).  (17a, 2) 
s = 0  ns 

~' Da diese Reihe eine alternierende ist, betragt der Fehler weniger 
als den Absolutbetrag des letzten noch mitgenommenen Terms. 
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Ffir die niedrigsten ganzen Zahlen s gilt: 

(2)------6- ; ~ ( 3 ) :  25.7946... ; "~( ) = g 6  (17b, 2) 

Bildet man den Logarithmus yon W* in (9, 2), setzt ftir I' (n @ 1) 
und r (nl @ 1) die SwmaI~a scHE Formel (10, 2), ffir F (m. @ 1) jedoch 
die Entwicklung (17, 2) an, so folgt nach Antilogarithmierung: 

n -}- -2- 
W * d x - -  2 (n + x) � 8 9  I . 

7~2 
�9 e (C-- l )  ~ ( n - x )  - -  ~ �88 ( n - - x )  2 + . . . (18, 2) 

Far ,sehr k,Mne ( n - - x )  ,&a,rf man ,die e-Potenz :&urc:h die 
ersten zwei Terme ~hrer Entwickl:ung ,evs,et~en un,~t erh~lt dann: 

W * d x =  ~. 2 �9 ( C - - l )  1 (n + x) i-["+~+a] ~ ( n  - - x )  . (18a,2) 

Eine bessere Niiher~ung, a ls (11, 2) darstellt, b ekommen wit, 
wenn wir ~zu 4er ttbl~ichcn Fmvm (10, 2) tier STmLIZ~GSOHES Formel, 
4i:e iaa Wirklic)hke)it blol~ den do~nin:anten Term ein,e~r nach st.eigen- 
den Potenzen yon 1/n entwickelten dEivergenten, a,symptotischen 
Reihe Mklet, noch we iteTe Tcrme naitnehmen: 

1 1 

Einsetzung yon (19, 2) in (9, 2) (ffir alle drei F-Funktionen ) gibt: 
X2 

w =  V~n e - - ~ [ 1 - - 1 ( 1 - - 2 x ~  

( -~-3.@n-" 1 3 n - -  3n  -~ 5n a - ~ - ~ -  @ - 0  

gttltig fttr 0 (x) <~g ~. In~er.e,ssant ist e,s, ,dal3 .ckarch (20, 2) der Aus- 
druek (7, 2) ,selbst ffir m~Nge n-Wer~e und ffir x < n rec,ht gut 
approx~i~ai,ert w i~d, jeclenfall:s be,ss.er, al,s man yon v ornhel, ei'n cr- 
wartet h~ttte. Dies g.eht de,utlieh a~us ,tier folgenden, yon RAYLEIC~H 
berec:hneten T,a;bell.e ftir n -- 10 ;hervor, die wir h~.er reprod~zieren: 

n = 10 

x 0 2 4 6 8 10 

W nach (7,2) 

W nach (20,2) 

0"24609 

0"24608 

0. o5os 
0"20509 

0"11719 

0"11722 

0"04394 

0"04392 

0"00977 

0"00975 

0"00098 

0"00102 

Mit Au~snahme des W'erte.s ffir x = 10 (v611ig gestr.eekte 
Kette) erhglt man also bei Verwen.d.ung der STmLmQSCHE:X Reihe 
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(19, 2) eige vorz~iigliehe l~/~he.r~ung f~ir (7, 2). D~e Summ~e der 
W-W.erte (fOr x = +_ 0 doppel t  geno,mmen) mnB gle.[eh 1 werden 
(vgl. Anm. 19 a~f S. 105). @em/~l~ ,de'r Talb,ell'e r,e~s~tlt~i~e,rt ftir d'~ese 
S,um~me nn.e'h (20, 2) : 1"00008. 

w 3. D r e i , d i m e n s , i o n * a l e  V e r a l l g e m o , i n e r u n g  d e r  
S t . a t ~ s t i k : W - F u . n k t : i o n  f f i r  ,d,ie P r o j e k t ~ i o n  d e s  
i m  R a . u . m e  e . r r . e i e h t . e n  A b s t , a n d e s  a , u f  e, i n e  v o f  

g e , g e b e ,  n e  R ~ i c h t a n g .  

W~ir wollen un,s z.u~.chst yon .c~er Be,schr~akung befreien, 
d~aft ~mser, e St/~be n,ur in ein, er Riaht~mg ~a.u~.geve~i,ht we1~den kSnnen. 
W~ir ,b.etrachten nun ~den Fall, wo .die St~.be n.aeh allan Raumr~eh- 
tungen .a.nein.andergeve,iht ~erd.en. Die Ra~tmviehtungen s~eien alle 
gleich w~ahvsc~heinlqich. Wir  fragen n~ch d, er W~hr,s~hei~lich~e.it 
da:fiir, ~daB .die Pr'ojek~ion d4e,s i,m Rau~n.e .erre.ichten AJb,sta.n~c~es auf 
ein.e vorgegebene Richtung einen vor,~eg,e~benen Wef t  auf,w~eist ~2. 
Auc~h 4i+s,e Wahrsc.he.inlichke.it 1/~t ~s,iah - -  wie k~rz au~e~cte,utet 
w, er~den mSg.e - -  in en.~er An,~]o,g:ie z'ur BOLTZ~A~NSCEEN Gassta~i'stik 
erm~itteln. 

Eia  vorgeg.ebener Wef t  ,tier Proj~ktion des im ~ a u m  er- 
r,e,ichten Absta.l~Ses ~uf eine vor,geg.ebene Rieht,ung l~6t sigh durch 
verse~ie~dene Anordrm~gen ,d~er ~St.gb.e real~isie.ren. 

Dies.e versch,i'e,denen Anor~dnungen la+sen s~ch .durch ~ e  
Wink.el charakt, er~i~si.eren, die .die St:gbe m~t,ein.an,der e~ius~hlielten. 
D~urch .direk~e Y~erwen~c~ung d~er Projektlionen ,cle, Stgbe auf c lie 
vorg,ege,bene 1%ic,hVung kann ~nan j.e,doeh die etvca.s n~nst/~ndl~iche 
expliz.it~e Benut,z.uag d~i,e.ser W:irrkel v.ermei~den. Zu d4~e.s.em B.eh,u~e 
kon+tr~ieren wir e~i'ne Kuge,1 vo.m R.ac~iu~s 1 um ,den (.festen) An- 
faags.punkt .der Ket~e .a]s Mitt:el.pankt ,un, cl repr/~sent.ieren .d,ie vor.  
g~egebene Richt.un,g ,d.urch .einen in .dieser l~icht.un~g g.ezogenen 
D,ure~mess.e~r de.r I~uge.1. D ie@n Darc/hnqe~ss,e,r ~e~ilen w~ir in z ,gleich.e 
Streeken. 

W,ir kSnnen nunmehr d,i,e Bi'rrdung de.r St~/~be (ged~anklich) 
]5sen ~nd ,c~ie Arrfang.sp.unkte all,er St/~be d.urch Par~allelver- 
sehieb~mgen (al,so mit Beibehaltnng d, er ~rspri~ng~iehen Riehtung 
cter St~t,b,e) n~it dem Mit t ,e lpu~t  ~clev Ku,g,e~l z.u,sammenf,allen 1.assen. 
Di, e St/~b,e~ickt~ngen wer~den d.ann ,d~rch H alb,messer gle~ieher Rich- 
tun~g tier K.u,g,e.1 r.epr~se,ntie,rt. D~i.e ~apr:iosi-W~ahrs.eh~i~lichke,it 

~ Die L6sung der hier formulierten Aufgabe ist ffir die Berechnung der 
Dehnungskurve von Kautschuk erforderlich, wie wir sehen werden (w 6). 
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daRir, 4al~ d, er En.dpunkt ,der Projek~ion e,i~es ,dies er Halbmesser  
a~tf ,den Ddurclmae,sse~r .s,i~h in eider ~der z Teil, strec,ken be,findet, i~st 
offenbar fiir ,die,s.e a lle g M c h  grolk B ezoichnen vcir die sukz.es- 
s i ren  Te~ilstrecken mit sl, s~ . . . ,  sl ,  ferrm,r ,die Ar~z~hl .der tL lb -  
messer (St libel, ftir die der En~dpunkt i'hr.er Projek~ion in 
sl, s~ . . . ,  s, hirm.inflillt, mit  n~, n ~ . . . ,  n~. Die Wahrseheinl, ieh- 
k e.i,t .claNr, .c~a.l~ n~ Hallb'mes,se.r .den Er~dpankt ih~er Projekt'ion 
in s~, u,sw., se'hli:el~l,ieh n, in s.~ ha.ben, ilst 4aan:  

1 n 
w =  n,, n, (1, 3) 

mdt der Ne,beabe,di~ung: 

n =  nl + n ,  §  (2, 3) 
Im vorigen P,aragrap'hen wu~de ~der SpeziMfM1 z = 2 be- 

t raehtet  [wgt. (1, 2) and  (2, 2)]. 

W,ioderum .hat W ffir grol~e n ein M~ximum bei 

n (3, 3) ~ t l  ---~- Tt2 ~ . . .  - - ~ - n z  ~ Z ~ 

also b ei d.er glMe?amgl~.igen Vert,~ilung. 

Bin Un~erseM~d ~egent~ber ,gem Fall z = 2 er,g%t s,ieh je- 
doeh, wenn wit" die Projekt ion der Ket te  auf die vorgeg ebene Rich- 
t,ung aueh ~och v o ~ e b e n ,  d. h. ~aclh tier Wahrs~t~e~inlichkeit daftir 
f~a, gen, dal~ .d,i,e n k yon den Wer ten  (3, 3) um k.le;ir~e Betr~ge ab- 
w eiehen, wob'ei ,c~e S umme dieser Abwe~c'hur~gen anf Null, .die 
bumme de r Proj,ekt~ionen a,a{ .den vorgegebenen Wer t  festges,etzt 
ist. Im Falle z = 2 war  n~mlieh ,durc'h ,d)i.e Vorsc'hre,ibung d,er Ge- 
sa~ntlgr~ge ,die Ge,s,azm~heit ,de,r "mikr.o,skop~sc'hen Zustandsver- 
tefil, ungen a~af e inert eir~zigen Zustan~d Ibe,sehr~nkt, so da.l~ nat.iir- 
lie,h ke ine  Sc~hvc.a,nkungen ,a~ftreten k oanten. Iti.er 'h~ngegen ist 
dies - -  in genauer. Analogie zur Gasstatistik, we stets implizite 
z }} 1 ~ngenon~men v ~ i ~ d -  n:ie'ht tier P.all. 

Dlie B'erechn, ung der gesuehten Wa'hrseh.e.inl~ichkeit be,i v o f  
gegeberte~n Werte  tier Projekt~ion a~f eine bestimmte Rieht,ung 
arts (1, 3) m~it B erficks,ic'htig.un.g tier be,iden Nebenbed/ii~g,ungen ,tier 
Kon.star~z der St~bza~hl [(2, 3)] unld ,tier vorg.e~ebenen Projekt ion 
ist rm~r.gem~l~ e~was u~stgnrdlic'her, als fiir z = 2, }fihrt j,edoch 
ftir den Fall: vorgegebene Projektdon ~ L h (( n . 1  (ma.x, imMe 
L~tnge i,m ge,streckten Z,usta:~d) zu ,ei~em ebenso einfachen 
t~esultat, n~mHc'h: 

0-~ Der Index h bezeichnet die vorge~ebene Richtung. 

Monat she f t e  ftir  Chemie .  Band  65 
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3 L~ h 

(n, l; Lh) dL ~ 1 1/V-3- W* h -i- ~ e ~'*~ dLh. (4, 3) 

Der Mittelvcert von L h versc hvcir~det wie~derum: 

L~ ~----,/ LW~ dL h ----O, (5, 3) 
- - o o  

w~hrend ftir den Mittelwert des Absolutbetrages von L h ein endlicher 
Wert resultiert: 

- -  oo 

ILhl= 2oYL W?, dL . 3) 
Ftir den Mittelwert yon L~ ergibt sich 

L.=j 'L.I~.dL.=~-nl  [==~-L2; vgl. (14, 2)]. (6,3) 

Einffihrung yon L h in (4, 3) erm~glicht es, diese Formel genau auf 
d i e  Gestalt (15, 2) - -  nur mit L~ anstatt L ~ --  zu bringen: 

1 L 2  

W : ~ -  _ _  e ~L~, I. (7= 3)  

Hienaeh wtirde man (7, 3) direkt aus (11, 2) ableiten k6nnen, sofern 
nur der durch (6, 3) ausgedriickte Zus~mmenhang zwischen Lb, 
und L*--: -. 

- -  1 L~ (8 ,  3)  L~ ~ - g  

~il~ekt h'ergele~itet wet, den kOnnte. D:ie,s ,i, st in tier Tat mSgl~c'h, und 
v~ir ~ollen ~die.se Herleit~r~g ~n~geben, d,~ ihre V,era,llgeme~nerung 
un.s erm6gtichen wivd, zu beriiclcs~eht~gen, d~l~ d er V,alenzwink, el 
bei ~den 'freien Dre.hungen lest ibl'eibt~ was wir bisher veraac,hl~s: 
sigt h~tten. 

Zu ,di,ese~m Zwecke f i~hren wir he ben ,der ei~nen Richtaag It 
noeh z~ce~ ar~cl~r.e I%ic'htan.gen k ~n.d l ein, di,e mit h z,usa~m~men ein 
reeht.v~inkliges Koor,~rL~ten, system bil4en ,sollen. D er Anfangs- 
Funkt 4er Kette falle mit dean Koor, d:in~tenurspr~m,g zusammen. 
Der vom En4punkt d er Ket~e im Raume .erreic:hVe Ab,sta.r~d ~ b ei 
zufdl l igen W~keln  zwi.sc,hen ,den St[iben - -  sei gl'uich L. Seine 
Proj.e.k~ionen a~f die e~inge,fiihrten dre,i Richtungen be.ze~ichnen wit 
bzw. mit L~, L~, L,. Unter .der Annahme, ,dal~ B et~ag ~r~d Vor- 
ze~ehen 4er Projek~ion a:uf e~,ne Rieh~un, g (z. B. L~) yon denen 
der bei, den anderen Richt~ungen (~l~so L~ und Lz) vSllig urmbh~t:ng~ig 
ist, gilt: 

L~ L k ----- L~L~ --~ L ,L~  --- O, (9, 3) 
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daher welter:  
L X =  ~ - ~ -  L~-[-- L~. (10, 3) 

W e g e n  der  Gl.e~c,h~b:e,r.ecJht~i:~u:~g d, er dre i  Ra~umr,ieht,u~gen h~ 
k, 1 bes,te!hen di,e Rela.t~ionen: 

T? L ~ ~ (11, 3) ~ h  ~ k :  L1 ~ 

also gilt in tier Ta t :  L ~ =  3 L~j~ oder 

im E:i,nkl~ng .re,it d'er Re.l~ation (8, 3), ~ie a~uf (~i.ese. W~e~is,e oh,n,e vor-  
her ige  A~f,stell~ng yon  W ~ hergelei , tet  we,rde,n ko.nnte. h 

Der  w.esentliche Unter'sChi'ed zvcisc~en ,d~e,m in W,h, kl~c'h~k.eit 

vo~h.a~n~denen F.all .e,ine,s fes ten  V:~lenzwinkels un~d d e m  bi.s.her b,e- 
h~n, delt.en Fal l  - - a l l e  Wink, el z~uf~Lll~ig - -  b.este:ht ,~a.rin, d~fl ~im 
erst,eren Fa~l ,die Bewe.~ungen .de'r Star,be nic.ht me,hr vo~oin:anJder 
uuaJbh~.ng:i,g ~s,i'ad 2~. Ein, e ,a.n,~log.e Evs~h.e~in~'~g t.r~tt ,n.un aa~h in 
de.r kin.et,ischen G~stheor~ie a~f,  n~tm~ich di,e Ten, der~z zur  B.ei.be- 
h~l tu~g (Pers~iste~z) e iner  n~ah ,e'ine~n Z.usa~mmeastol~ erl~.ngten 
(~e,schwindigkeit  oder  ~in d, er BRow~scI~ .Bew.egu~g z~r Be~i~be.ha.1- 
t~uug 0i~er .e,inm~l .e~inge,schl~genen Ric.ht~a~g z~,folge d.er Tr~.~h.eit. 
De,r Fa.l.1 ,der vSll'ig .ur~b,e,h~i~,d,e.rt,en ,fr.e.ien Dr'ehba~ke,it k,~n:n n~ni 
in Verall,g~e~.e~ine~ung ,~er ,s.aeben ,gobr~chten Uber,le,~ung z.ur Her-  
le~it~ng" yon  (8, 3), aa~log  z~um V.orgeh.e,n ~in de,r C~sthe,o~i,e ,b.e- 
ha.~delt werden .  Man g.ela,~gt - -  wir  b,egn[Lgen ,uns ,hier mi t  t ier  
Angalbe d.e's l~e,sultates - -  fonn.al .z~m se.lbcn Ansdruck,  e wie. aloft, 

n~t~n]~ic:h ~:  - -  1 + k 
L ~ = n l  ~ l - - k "  (12, 3) 

w o k  tier ..so.gen.annte Korre.l~a.ti.o'n~skoe,ffizdent ~st u n d  in uns, erem 
1%lle .e,inffac'h .den Ko~s,in~u,s de,s V,~len~z~wink.el,s ~ bede,ut.e~ ~:  

k = cos ~. (12a, 3) 

~ Man bezeichnet dies in der Wahrseheinlichkeitsreehnung als statisti- 
sche Korrektion. 

~ 0hne ttinweis auf das Persistenzproblem der kinetischen Gastheorie 
hatten C. T. Z~N (Physikal. Ztschr. 33~ 1932, 400) sowie It. E Y n ~  
(Physical Rev. 39, 1932~ 746) ftir die Bereehnung des Gesamtmomentes 
eines Molekfils aus den Einzelmomenten seiner frei drehbaren Substituenten 
Formeln angegeben~ aus denen (ftir gro~e n) (12,3) mit (12a~ 3) hervorgeht. 
Die Einzelmomente werden ja wie frei drehbare Vektoren addiert. 

:~ (14,3) geht aus (4,3) einfaeh dureh Ersetzung yon l durch l~ gem~tt~ 
(13~ 3) hervor. 

8* 
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Wegen (8, 3) kSnnen vdr (12, 3) mit (12,a, 3) ,a,ueh schrei~ben: 

1 ~ 1 - b c o s ~  1 
L~ =-gnl 1 -- cos ~ - = - f f n l ~  (13, 3) 

Man sieht, dab l~0o-~-1 ist. 

Einset~zung yon (13, 3) in (7, 3) gib~ schii~eglieh als Wahr- 
scheinHc,hkeit d.aftir, dal3 ,6ie Pr.ojektion der ~es~mt~l~ng.e elves 
K,et~er~mNekiils (m~it ,den P~ar'~me~ern n, 1 arid a) bei .unbeM~derbe.r 
froier Dre~barkeit ~uf ein~er voNeg~b,en, en l~iehgur~g zw, i~schen 
L h und Lh@dL a IiegtS~: 

I ll--g- 
W~ d~ ~ ~ - ~ - ~  e ~ ~ ,~ g~. (1~, 3) 

Fiir ,den Pall, dal~ k, ein.e un, beh~i.~c%er~e freie Dr,ehbarkeit b.e- 
s~eht, l~ann k, aine Nl,gemei~e Ans.s~ge ~e.mael~t we~en ,  .da ,die 
sta~is~sche Korrel'a~ion ,~arm eben vora Graa~ ~er Belfi.'~d.e.r~un, g ~b- 
~ h ~ e a  ~i~d. Jedenfa~lls w~i~d m~n ,a,b.e,r ~d~s Ket~enmolekiil ,so }n 
T.ei~lsysgeme z,e:rlegemn k~n~en, ~tal~ eine Persi, s t ~ z  nur innerh~lb 
tier eiaz,e:l~en Tdlsysteme ,be,s~ehen wi,r~d, wghrend diese TeiI- 
sys~em, e seiber (far L (( n l) untereinander unkorreliert sind und 
@ah'er de,m Feth~l:erge,se~z untertiege,n. I~ierin liegt ,(tie al, ige~,einere 
B,egeat~ng der tJbe.rleg~.ngen ,des w 2 bzw. ,a.e,s (foige,nden) w 4 
beg rtt~det. 

w 4. F o r t ~ s v t . z , u n g :  W - F , u n k t i o n  f i i r  d e n i m  R a ~ m e  
e r r . e i c h t . e n  A,b s t a n,d'. 

Z~m A, bschlad~ un, se~er 'allg,e,m,einen ~stat~st~ischen B e~rach- 
tun'gen fehlt ~ns n~ar noc'h ,d~i.e ErIn~ttl~g tier W,ahrselminliC ,t~l~e'its- 
~unkt,}on fiir ,den r~um~ichen Absta~d zwis~hen Aafa.ng:s- u~d End- 
pun.kt eines Kettenmolekiils. 

Dieser Au,s.druek i,st leicht ~z~ fiaden fttr den Fall, d~al~ ,~ieser 
Ab.st~a~d r k M n  gegenttber tier ~ax~ma.ll~n,ge de.r K~ette i~st. W.ir 
b,et:gaehten z~n~ehst den Fall odes ,,Irrth~ges". W~ir fiihren e.in 
r,eehtwinM,igesAchsenkreuz (x, y, z) ~ i t  dam A~far~gsp~tmkt d~er 
Ketge .als Urspru~g .ei.n. Far den Pall: r (( n 1 daft  .ar~geno~nmen 
wet~den, ~d~tl die W~ahrseheinliehkeiten f.ttr :ciie Pro}ektionen .c~es 
im l~a~me e.rre~ehten Abstand, es .auf d~e x- ,  y- urea z-Achse, also ftir 
~Ii.e einzelnen Koos&i~aten, von,e,in, anger unabhgngig ~7 siva. C~e- 

2~ Diese Voraussetzung maehte bekanntlieh NAXWZLL beztiglieh der 
Geschwindigkeitskomponenten bei dem ersten Beweis seines Yerteilungs- 
gesetzes. Auch die W-Funktion in w 2 h/ttten wir in dieser Weise herleit6n 
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m~t~ dem Prod ukttheorem ~der W~hr,sche'inlichkeit~srechnung ist 
dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal~ die Komponenten 

des Ab,stan~des r (=V x2 -[- y~ �9 f i )  b zw. zw~s~hen x u~d x ~ dx, 

y un~d y --[- dy,  z v_n,d z ~ dz ~ie.gen: 

(n, l; x~ y, z) dx dy dz ~- r (n, l; x ~ -~  y~ -~  z ~) dx dy dz -~ 

=:-~ (n, l; x) dx.  r (n, l; y) dy .  r (n, l; z) dz. (1, 4) 

Ftir cti,e ein,zelnen r (n, l; x) d~ ,usw. gelten n.un Aus,drficke 
vom Typus (7, 3), also yore Typus de,s F.e~hlergese~zes, 4ie a~u,s 
(7, 3) hervorgehen, i.ndem wit  ,e4nfach L ,durch x, y b zw. z erse~zen: 

r  v 2 ~ : ~ e  ~ d x  (2, 4) 

usw. fiir ~ (n, l; y) dy und ~ (n, l; z) dz. Hiebei gilt nattirlich: 

x2_~y2=-=z ~. 

Also h~bcn wir n ac~h (1, 4): 

V e ~ (n, l; x, y, z) dx dy dz == ~ 

(2 a, 4) 

~ d x d y  dz. (3, 4) 

Um ~die .ges.uc~hte Wahrsc'heinl.ic.hke:it d.~fiir z,u finden, dal~ r 
zwischen r und r ~ dr liegt~ brauchen wir bto~ in ~3~ 4) Pola.r- 
koordinaten einzu~iihren (r~ ~ x2 -~- y~ -~- z 2 ; x ~ r sin ~ cos % y --:- 

r sin ~ sin % z -~ r cos ~, dx dy dz - -  r 2 sin ~ d{~ d~) und tiber die 
Polarwinkel zu integrieren. Es resultiert: 

W ( n , l ; r ) . r 2 d r . =  ~ e ~ r~dr. (4,4) �9 

(4, 4) bes'itzt ein M.a.x,i.m.u,m bei r~/2x 2 = 1. D.er wahr~se,hein= 
l.ie,hst.e A.bstand i~s.t 4aloe'r: 

~ = 1/2 V ~  (5, 4) 

Der ~iittelwert yon r ergibt sich zu: 

r = j , .  w r2 dr = V5 1I~, (6, 4} 
o 

kSnnen, wobei aul~er den] aus dieser Voraussetzung fliel~enden Produkt- 
ansatz (114) nur noch die auch in (1~4) angedeutete, aus der notwendigen 
Drehungsinvarianz yon ~ fo]gende Kugelsymmetrie der ~-Funktion benutzt 
wird. Es mug jedoch betont werden, dal~ dio Kugelsymmetrie yon ~ mit 
dem Produktansatz (1,4), also mit der Unabh~ngigkeit der Wahrscheinlich- 
keiten ffir die einzelnen Komponenten, nur dann vertr~g]ich ist, wenn 
eben den Typus des Fehlergesetzes aufweist. 
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u n d  der 5Iittelwert yon r2: 
- -  GO 

r ~ ~ j  r 2 W r2 dr ~ 3 x 2. (7, 4) 
0 

(7, 4) erhellt auch schon aus (8, 3) bzw. (11, 3). 

Ftihrt man in (4, 4) fiir x ~ den Wert aus (6, 3) ein, so er- 
halten wir explizite: 

W (n, l; r) r 2 dr - -  3]/6 3 ~.~ - - e  ~l'~.r2dr. (8,4) 
Vu n~ 

Wohlgemerkt bildet (8, 4) - -  ebenso wie (2, 4) - -  nut  eine ~symp- 
totische N~herung (r ((nl). 

Ent.sprec~hen, d d.em ~u,sammenl~ang zwischen (4, 3) un, d (14, 3) 
kSnnen wir '~uc'h .h:ie.r yon ,der W-Funktion (8, 4), ~c~ie ftir beliebige 
Verdnderlichkeit  s~imtlicher Winkel  uwi~schen ,den St~tben ( , I r r -  
t~g" )  hel:gel, eit.et v~ur,de, fib,e.r~ehen 'z~u:r W-F~unktio~n ft~r feste 
Valenzwinkel,  ~iad, em wir gomal~ (13, 3) his (8, 4) 1 .d.urc,h 1 
e'rset/zen: 

W ( n , l , a ;  r) r~dr--v~l~n~/  e e,z~.r~dr.  (9,4)  

In w 2 l~ t t en  wit  ftir r (n, l; x) - -  ,dort m it W* (n, l; L) ,bzw. 
W (n, l; L) bezeichla.e.t - -  exakte  A,u, s4r,iicke, niimlich di.e F ormel 
(9, 2) ~bzw. (7, 2) ~a~ge,s~ellt, d~i.e fiir ,den .~nzerL B,er, e:ich yon x 
(0 ~ x ~ nl) .giilt~ig ware n. Fiir gr.ol~e n e.rl~ielten w.ir ~us d iesen 
Forme,ln ,d'urch V,e,rwen~c~UT~g ~c~er ~STIRLING SCHEN Foranel ~n .der Ge- 
sta,lt (10, 2), ,~lso clurch &uftste~lhaa~g ein:er ~sympto~sc~en Entwick-  
l'un,g ftir W ,in (9, 2), ,~en Nfih, er,u~gs.a~as,dvuck (11, 2) roan Typ~ts 
des Fehlevgeset~z~s. W~itevt~re.ib~ng ,d.e.r ,~symptoti.s~hen Entwi~k- 
l t r ig  von W durch Verw.er~dctng ,der a symp~ottisc!hen Rei~he (19, 2) 
[a.n~s~tt B.e.sc!hr~ink~ag ,a~f ,den ,d:o~i:rmnten Term (10, 2)], ~&ie r~ach 
Pote~zen yon 1In for~sch~ei, bet~ e~r~.ab f iir W e~ine ~a:sympt~)t,isc:he 
Rei'he, gl.e~ic~hf.all,s n.~ch P~tenzen vo.n 1/n~ ,de,ren ~do.miu~nte.r T.evm 
,&~rc'h ,4e~- Felhl.erg.e~se~z~us,dvuck (11, 2) ~4ar:ge,s~ellt wird. 

LORD RAYLEIGIt 2s h,atte man f.fir ~d~s Pro~bl.em ,des ,,Irrfl, u.ge,s", 
als.o fiir un.s,er W (n, l; r ) i n  (8, 4), ~,m A.nschl,ui~ an eine ent- 
spreche~de B eh, a r~dl~m,g ,des zwei~0;imensional, en Pr,oble~s der ,,Irr- 
wa~d.erung" ~clurch J. C. K LUYVER :9, gl'eic;hfalls e i.n, en exak~en Ar 
druck zu konstruiere~ vermocht. Derselbe lautet: 

~s LORD RAYLEIOH~ Scientific Papers, Vol. VI, 601. 
~ Z i t i e r t  be i  LORD RAYLEI6H, l, e. 
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2 r d r f l s i n l u \  ~ . . . .  W (n, l ;r)  r~dr--  ~ ) ( ~ )  I tu)sm(ru)d(lu) .  (10,4) 
0 

[sin ~u~ n 
En~wickelt man mm ~ lu ! ,in ein,e, Re~i,he ~~ set~zt die,s,e ,in (10, 4) 

eJ~n ,und integfi,e,rt gl~o,dwe,~so, ,so ko,mmt: 
3 r 2 

W (n, l; r) r~dr--~ V~lan~/ ,  1 - - ~  5 ~  nl~-~-n~414l-- ~ 

/+0(+)] ( . , +  ~-40~n'-~4 nP "~ 10(riP), 35(n/-+)" ~20(nl2) 4] 

gtil~ig fiir 0 (r/l) <~ Vn.. Di,ose divorg,ent.e, ,a,symPt0tisoho" Ent- 
vcicklu~ng rmch P:o,ten, zen yon 1In st,ellt da, s ~dr, eidi~aaen~s:ion~ale Ana- 
logon yon (20, 2) dar. I,hr doan'iI~antov Term i,st i~den~i.sCh mit ,deem 
=~us, dmck  (8, 4). B,o,m.erkt se~i, gag  ,sieh (111 4) n icht otw, a - -  veie i~hr 
d'o~ina,nter Term g.e~a~tg (1, 4) his (8, 4) - -~ in  ,c~as Pro~tukt Yon 
d~oi .eJndimen~s.ionalen W-F~un~ktionen yon ,tier Fo'rm (20, 2) z e f  
l ege~n l~tgt. Donn die W-F~un,kt:i.onen (20, 2) ,und (11, 4) weiche'~ 
yore Fehlergesetz ah, so ,gag die ~ (n, l; x), ~ (n, l; y), r (n, l; z) 
nicht mehr ~ais von,ei:nar~d.or unabhdngig a.ngeset,zt we~den ,diirfon, 
da dies ,d.or Ihugoasymmetri.o yon (11, 4) v~i~c~or~sprochen wtivde. 

A,u,s ,dems.elben Gr, un, de - -  A~bw~ic'h,ung yon (11, 4) vom 
Fehl.erg.eso.t,z - -  k.aan man .n, at~irliclh a~oh nicht vo,n (11, 4) .~u 
gem gqLd-calenten &~s,drue~k .fiir ~den F,all f,o,st~r Valen~wink, o.1 durch 
Ers~et~z~ar~g yon l ,durch l~, g.e~mgg (13, 3) ~i'b,e,rg,ehen. Die,ser V.o~gan~g 
w, ar vi, e l~ohr  ,gl.e~ehfalls a~ur b~i B o~schri~nk~ng a,uf ,den ,do~m~nan~en 
Term yon (11, 4) 1.eg:itina. 

6 5. A n w e n , d n n . g , o n ,  G r 0 g e  , u n d  G . e s t a l t  y o n  
K e t t  e,n,m o 1 e k i i l  e n. 

Di.e n~ohstliegor~de Ar~won~dung ~&er Bot,l, ac'h~ur~gon .der 
66 2 - - 4  betfiff t  ,die ,sta~istisc!he Besti,mmun, g ,tier mittl.oren Grhge 
m~d G~e~st,alt yon Kettenm,ol.ek~ttlen ~ i t  fr~i.er Dr.eh~barke~it. D,io ,raitt- 

1,ere L~ngsdime:nsion kann ,dir,ekt .&urch ~ (7, 4) bzw. r (6, 4) 
c harakto.risi.ert w erdon. B,e+zttglich .der Quer,dimensJonen k,o~mt 
man mittels l oichter Mo, diCtika0ion tier ErOrbe~ur~gon tier 66 2 - - 4  
d,urch, ,die wir hi er zun~toh:st nn~ordrticken, da wir aaf  die.s,e~a 
g:a~zJon Fr~agenkomplex sp,e~z,iel~ in Hi n:blJck .~uf .die V~i,skos.iti~ und 
Strh,mungs~dopp.elbrechung ,infolg,o l~n,gl~ich, er s u~s,p.endierter Teilchen 

�9 [ s i n l u \  n 30 Man entwickelt zweckm~tl~ig zuerst log[~W-~ und antilogarith- 
miert sodann. 
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noch ,a~t~sfiihrl.ich z,uriickkom~aen ~veTden. Kier n~r e~n,i.ge k~r'ze 
Ang~bea. 

B.eka~n~eh ~ertr i t t  H. STAUDINGER Id'~e Aaff,~ssang, alas die 
Ket,tenmolekiile yon Hochp.~lymeren in LOsangen di,e :gestr.eekte 
Form ~afweisen (,ge'streci/te ,,F~demno.le,k~e"). Er ba~sie,rt ,seine 
A~ff,~ssu~g ,aaf eine ~o~de,Umi~l~,ige I'nterpretL~t}o~ ,4er yon ,ilhm 
aufgef,u~denen Regel,  woa'ach ,di.e spez~fi.sche V,~sko'si~i~t dem Mole- 
kulm:~e~icht prop.or~}o~l sei: 

~p = K. M. 

O,hr~e ,h.ier .a~f ,~}~s,e ~o~el ' lm~i ,  ge I, nte,rpre~i:o,n :i~n ,e,i~nzeln, e~ ,e~l- 
z~t~gehen, m6clhten vdr 'b.e,tonen, .d!~i~ !STAuDINGERS Mo~d~e~I.l.betr~c'htan - 
ge,n mit dev }Iyd:ro~dyaa~n~k "* n~cht .olme wei~eres ve,rtri~glich er- 
scheinen. STAUDINGER und Mit~rbeiter mSchten zwar diesem Ein- 
wa~d  dxt~h ,di.e B,e~ne.~ku~g a~u,s~e,ich, en, d,a~ die Hydro~dFn.amik 
.a~ gestreckte F,~denmo,lektil.e, deren  Li~ngs~sdeh~unig zvca:r gr.o~, 
deren Qtmraa,sdehn~l~gen j,ed~och yon  ~erael.ben GrSl~enord~ung ,sin4 
wi.e die M.olektile ,dens LSsangsmittel.s, eben nicht ~awen~d, ba.r sei. 
D~,es,e B.e~erkang i,st je&och --,a~uch wena  ,~i_e Vo,~a~us,setz.ung v(ill'ig 
~e.str.e~kt,er E~denmolekiil,e rSah.t:~g s,eia sollte ~ n~ich~ s~i~l~haltig, 
4a  gir  die Frage ,d.e.r Anvce~d~b~rke,it tier Hydro,dya~mik eine 
(Vergleiehs-) K~ugel gle,i~h.en V.oh~n.sns mit dem ~Menm.ol, ekiil 
za v e rwe~dea  ,i;st. 

Der korrek~e Vor ,g~g  ~:st u,n.ser,es E~acht.en:s f.ol.g,e~er: Die 
Hydr (~dynam~ ti.e,f,ert .e.ine Bezieh,ung ~vischen ~p und dem 
Ach,s.eaverh~tltni,s ,des ,als ~st~rres P~ot~t~i,on,s.ellipsoi, d i, deal~.sierten 
Teilcheas. De,i Kette~molekii lea ~i,t freier Drehbarke*it ist 'ab,er d~s 
Achse.avenh~ltnis ,~ur s~a,t,i,s~isch defin, i~e~b,~r a.r~d s'i, ad ,s.o~it hief~ir 
.die ein.g,~ngs ge,ma.eht.en Bemerkzmgea zust~t~dig - -  zamia,c~est i,n 
erste,r Ni~he~ur~g, ~i~clem ~a;n n~intich yon tier Be.einf~,t~ssung tier 
s~a~i,st~schen TeilehengriSg,e ~ur~d Teilc'he,ng:e~s~alt c~urch di.e Fl~i'ssi,g- 
l~ei~ss~rSm~ng abs,i.eht. Dal~ 4a~s ,aaf ~die,se Weise er~i~l~l,ie,he . 
KnNuelvola.r~en t,empesaturtma,bh~n.~,'~,~r wi~d, ha'ben veir sehon i~r 
der  Einlei~u~g be,t oat. Die ~beob,acht,ete Temper,a~t, urabh~n~igke,i~ 
yon ~p i:st a,~f die in Wirkliehke~it vorha~d.en~e T.emper~at,ur- 
abh~tngigkeit der Wahrseheinliehkeitsfunktionen zuriiekzuftihren, bzw.. 
auf die Temperaturabh~ngigkeit des Einflusses des L0sungsmittels.. 

~ Vgl. E. GUT~ und H. NAaK, Ergebn. d. ex~kt. Naturwiss., Bd. 12, 1933. 
~ Wie an anderer Stelle gezeigt wird, gilt dies ffir eine beliebige 

(Couettesehe, Poiseuillesehe usw.)StrSmung. 
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Fiir e,uk.o~l,o4c~l,e Kett.emnolek.iite mit  B~ o w~ s c ~  Bew, egung 
,d, er Teilchen,a~hse,n ~i,bt ,c~ie Hy,drotdy:na~n:~k ~: ~p ~ (L~g,e) ~; 4a 
nun bei ~e,streckVert M.o~l.ek~ilen ,c~i,e L ~ g ' e ~  M se,i,n .sell,e, m.iil~te 
I~8~eh STAUDINGER S Anr~h~.e ,eigentlich ~p ~ M~ g,elten. Die Be- 
z,ielmng ~p ~ M spricht ~lso uic, ht fiir .c~i,e STAt~])IN~ERSCn~, An- 
n,~h'me &es vSll.ig g~es~reekt~en ~&emnoMdi l s .  

w 6. Z a s t a n , d ~ s -  ( D , e h n , u n g s - )  G l e i e ~ h ~ t n g  
"con  K a~u t,s e h~ak. 

E,ia (.lgr~gl~ich, es) ,Stilek I~u~sc'lmk ~best.eht ,aLus Ke,ttenmotekNen 
l~it (,,~als .ob") ~r~e..ier Dreh, b~rkeit, 6i, e --  vci,e ,e~v~a .ei.n lbeh, eviges Netz 
- -  ~mehr .o,4er mii~der unt, e.r.e.i.n~r~4er z,ttsa, ~m~enh~l~g,en. ~m Si,nne tier 
in ,4e.r Eint-eitu.~g ~,orm, u.li,er~en innermolekularert 8t,~ti,stik ,s,e:h.en 
wit yon ,c~ie:s,e~ Ve'r~b:in, clmlgen , z ~ e g s t  ab ~ d  beWaehten .elin e.ia- 
~eln.e~s h.es~uagegr~iffen, e,s Kettemno,lekiil. D*a,s ~hemnts~h.e u alten 
.di, eses Molekiils ~,st b.ekannt, sob,ald v~ir ,sein.e Entropite S kennen, 
and  ~c~ie.se wi~d wi,ec~e'mm md,tte.l,s des BOLTZ~[AI;NSC~EN Pr,~nz~ps 

S = k log W (1, 6) 

au:f di.e BOLTZ?~A:~NSC~ W,~hrsebe~in]:ic,N~eit z~tr,iicl~g,efiihr~. N~m 
ha.tt, en wir in den w167 2- -4  fi~r 0~i,e K,e:tt, emnol.el~tit.e ,mit frei, er Dr, oh- 
b,~rk'e~t an I~r~d ,einer Lagensta:t,istik - -  a.n,sg~tt Bn.ergi,esgatistik 
- -  W-F.unktioaen in BOLTZ~ANNSC~ER We,i~s,e ,ermit~elt. Di, e~s,e W- 
F*unkt,iouen .sand n.~n zvca.r - - ,e i ,ne  ~ol~ge ~d, er L~ger~st~a~tist:ik - -  
ten~perat~u~urtabhgag:i,g ~nd retch ,die ~in~e.re) En~e,rg,i,e g.eht in s'ie 
expli, zige as nieht .ein. Wir k0nne.n als,o nicht e'rwart,ea, ,clag 4a.s 
gesa~t=e t.h,e,r~a.isch,e V,er~a.l~en *e~i:~e.r I~arat~schnkk, e~Ve ,&urc'h die .~e- 
n~annten W-Eunkt~ionen .ssh, on geese;ben i,s,t, wohl abe.r mSehten wir 
ann,ehmen, daf~ .4ie,s ,cler F~all ist  $iir ,e.ine }en.m" E,i'g~e.nscha,ften 
der Kette, die wir als Folge der (angenommenen) freien Drehbarkeit 
interpregi,eren, ngmlieh ~ihr.e Dehnbarkei t .  

Gergle,ieht man ein lanyyes t reck tes  System - -  ~n an,serem 
F.all,e 4a,s Ketten~o],ekiil - -  ,mit ,e,tn.em @a~, ,so ~ritt aa  .die 
St e.lte d'e~s b.ei~ G;~s r~ch .a.uf~en wirker~den Dl~uek.es p ,4i,e in 
d,e,r L~ng,srJeht,ung naeh innen  vc:irkend,e S9,a,nnm~g (Zeg) ( - - s ) ,  
u,nd a~n die Stelle .des CTasvol'umen.s V die L~nge ides Systems L.  
Sgmtiiehe the rmo, dyna,mischen l~el,~tion.en bl, eib,el~ besVehen, wenn 
man nur ,an St.elSe ~4es Voh~mens V d,i.e L,~ng.e L, a~ Stelle des 

~ Implizite ist sie j~ in W zum Teil insoferne enthalten, als je die Kette 
zusammenhalten sell. [Strenge gilt ja n~ch (7, 2): W (n, l; L)= 0 fiir L ~ nl. 1 
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Dl, ueke,s p &ie Sp,an:n~n:g ( - -  s) set,zt. En~spreche~d: d A  ~ p d V  

ist ,somit ,die g~g~en die Spa nnung .~el, e~i,s~ete Arbeit: 

d A  = - -  s d L  (2, 6) 

und entsprechend der die Zustandsgleichung des Gases bei bekannter 
~S 1 ~S 

Entropie liefernden Relation: ~ ~---(~)~ [und ~ - :  (~-E)v; E : innere 

Energie] ist die Zustandsgleichung tier Kette bei bekannter Entropie 
gegeben dutch (das Analogon der VAN DER WAALS SCHEN Volumkorrek- 
tion wird hiebei zungchst vernaehlgssigt; vgl. Anm. 17 auf S. 102): 

s ~S ~S 

oder, indem wir statt S mittels (1) W einftihren3~: 

s kl logW 1 l l~ ] (4,6) 

An~l.o,g k ~ n  man di, o Za,st.al~c~s,gle,ichung ffir e~in K,aat,seh, uk- 
me,m,br~n bzw. ffir e:ine I~u,tschu~kku,gel a.u~stel'le,n. An d,i,e St, ell e 
vo~n s tr i t t  e,i:n,e Fl~tchensp~nnu:r~g bzw. Druck, a.n die ,Stelle yon L 
eine Flaehe bzw. ein Volumen. Selbstverst~ndlich sind dann ent- 
sprechende ar~c~e~,e W-F~un~kt;ion~en ~uf~ust~ll, e,n 3.~ 

Ffir W .i,st nun konseq,uent, erv~e~is.e W* aus (14, 3), also die 
W,~hrsche~inlieh~eit ,da.ffir ein, z~u.set,zen, c~l~ di, e Projek,~ion 4er ~e- 
sa~ntl~n.ge ~uf die v, org~e,~eber~e R:icht,uag h .de,s makroskopise'he,n 
K,a~ut~se~ul~b~des, d. h. d, er L~ngs-(Zags-)Rie'hmng, e,i~nen vorg.e- 
gebenen WeTt ,hat. W,ir e~h,mlten: 

3 L 1--  cos a (5, 6) 
s ~ k T .  n l  ~ 1 + cosec ~ 

also eine Art  tempe,rat.urabh~ngiges HOOKESCn~S G esetz. 

D'~ (14~ 3) n.ur ffir L (( n sin~- (vSliig ge,stre,ckt.e Kette) le- 

giti,m ist, g~ilt d~sselbe a~c~h ~fir (5, 6). N~un h~b.en wir aber ffir de,n 

~ Aus der zweiten Relation in (2~ 6) wfirde wegen der (expliziten) Unab- 
h~tngigkeit yon W yon E, die bei uns explizite gar nicht auftritt, folgen: l I T  - :  O, 

also T=c~. Nun bemerkten wit ja in w 1, dal~ eine gleiehf6rmige freie 
Drehung erst im Limes T = ~  auftritt. Nichtsdestoweniger mtissen wir 
schliel~en, dal~ unser W, wie zu erwarten war, nicht yon dem gesamten 
thermisehen Vtrhalten eines Kettenmolektils Rechenschaft gibt. Man sieht 
dies aueh daraus~ dal~ j~ ~ W Cv - ~ - :  0 ist, so dal~ aueh dasselbe von T -: 

S ~ log W gilt. 

~ Herrn Dozenten Dr. Pm G~oss sind wit flit hs Diskussionen 
fiber den Gegenstand zu bestem Danke verpflichtet. 
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eir~dimen.sionalen Fall und nut  f.tir 4iesen in w 2 bei, de Gren'zf:~ille 
(L  (( nl; und L ~ nl) er~a, s sen kSnnen. Wenn wir zu .~in, em Bi~d 
tiber den Veria~f ,tier Dehrm~g~sk.urve his zur S~i.tt~ig~un,g gela.ng~en 
woll,e,n, mi~s:sen vcir ,al.so a~f dies,en Fall z,u.riic~kgrei%~n. Fiir L (( nl 
fol.gt ~us (11, 2): 

r (6, 6) s ---- k T nl ~ . 

Fiir grSl~ere L k(innen wir die genauere Formel (20, 2) verwenden. 
Wir erhalten zunltchst durch Logarithmieren: 

X 2 
log W = const - -  ~-~ log [ 1 1 __ 

[ ] Entwicklung des Logarithmus log ( 1 @  ~ ) - - ~ - - ~ - - }  3 " ' "  

gibt bei Beschrlinkung auf Terme yon der GrSl~enordnung 1/n~: 
x 2 

logW=const_~_~n[  - 1 .__~-- 1 1 1 - -  ~ 0 1 .... ) ) +  

= const--2~[--~n(1--- iV.-~i~i--2x~A-" x ' l &  - 

- -  3 n ~ n 2 1 5  n 3 ' - -  

~ ~x 1 ~ und bei Ersetzung und hieraus folgt mittels ~--E--~ x ~ L - -  l ~  x 

yon x durch L/l:  
L ~ )  § s - - - -kT n y ~ [ - - l  ( h i ' - -  L4 

o x, 
32n 3nl 2 2K(nl2)~ 15(nP)' t-O �9 (6a, 6) 

Fiir L _ ~ n l  schliefilich kSnnen wir (18, 2) bzw. (18a, 2) benutzen. 

Die dort benutzte Reihe fiir log r [ 1  ( n - - x ) @ 1  ] gibt, abgeleitet, 

die Reihe: 

~z ~ ( 1  ) = + 2] - -  ; speziell: logr(z)=W(z) - c  ~+~ k~z  w ( 1 ) = - c .  (7,6) 
k = 0  

Mit dieser Bezeichnung erhalten wir~": 

k T . l { l o g  1 L 1 

Spaz,iell fttr die vSll.i,g ~estreekte Ket~e li.e~%rt (6 b, 6) mit 
(7, 6) : 

36 Zur Ableitung yon (6b, 6) wurde ffir r (nl@l) die STIRLING SCttE 
Formal in der Gestalt (10,2) verwendet, w~ihrend in (6a, 6) sowohl ftir 
r (n~-t-1) als aueh ffir r (n 2 + 1) Formel (19, 2) verwendet wurde. 
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Durclh ,die Gleic.llung,en (6, 6) bi.s (6,b', 6) ist 4i~o D,ehI~urrg~s- 
k urve ~n i:hr.em , ~ z e n  Verla~tf (yon 0 b,i,s n l) fe,s,tg,e,l.egt. 

D,io direkte Proport~ioaa, l.itgt d,e,r 8pann, ung .mit de~r Tmnpe- 
r ~ u r ,  ~&io yon K. H. MEYE~ exp.er~me~dl rra,chg'e~i.esen w~trde, ist 
e.in.o F.olg, e din: T-Un,~bh~tr~i,~kdt vo.n W bzw. der Entropi.e S .~mcl 
gibt qu~li~at~iven E i~nk~ng n~it dem Experira~e~nt: 

~) W'ircl ,ein Ka,ut~sch~tkbar~d g,ede,hnt, so erwlirmt .e,s ,s,ich. 

b) J,e hOher di,e Temp,era~r  &es B~de,s  i.st, de~s~o ~tgrk.eren 
WiderstaIrcl ~se.~zt .e:s d i rer  D,eh.n~ng ~ebn~eg,en. 

c) E in ,g.e,st.reckte~s Band b,eh~a~rrt b ei ,gen~igen, d, e r 2~bkiih.l~ng 
in ~&ierse~ Z~,sta~d. 

B d ,diesean Verg ldeh  re,it der Erfaheu~g vdr,cl in Hi,nblick 
xuf ,Sen B~aa 4e~s K,a~sc.kul~s - -  starre a, ~erbi~ctun.g .tier K.ettm~ 
u nterdna.n4.er ~ ,ang.e,n,om~n~e,n, 4af~ .die makro,sk.o134~sche Span- 
hung ~ n~it ~&er Sp,arm,urrg s tier E~i~zdke,tte i,n d,er Be~z,ieh~ng s~eht: 

z = K . N . s ,  (7, b) 

wo N ,die Za~hl @er K,et:t.en in d,e~m betrach~e.ten Kautsc'harkstiick 
und K einen Zxhl'enfakt.0r be+d,e,ute.t, de.r q~u,asi e~n M~I~ ~der Starrhe,it 
,4er B'irrc~uag .d.er K.et~en ~nt.er.ein'a.lcd.er &ar,s~dlt. 

2zbvze,idmng~en yon ~&er d,nrch ~c~i.e ob,~g, en Z,u,star~dsgle,ic~ulrge,n 
g,e~or,c~ert~en Lin~ea,~it,~t~t ~in T k~lme,n entwed, e,r ,Surch Un, st~rrhe,it 
der Bin.c~un,g der Ket ten  nnt, ere,i.rrar~cl,er b~zw. d,urc~h .d.ne sc.hon in 
der E inzelkette s ta t thabende Behinderung tier fre,ien Drehbarkeit  
g'e,~eube,t vzerden. 

Eine g.e,e:ign.ete ,;hal'bst.a,rre" B incl~r~g ,4er K.etten antere:in- 
a ~ 4 e r  d/irft.e j.e,~ea~alls .e,rst @ie ,sp.e,~ifische,n Verhglt.n,iss,e ,bei.m 
Ea.ut~sch,uk (Polyvi,nyi, alkoh.ol, D,upre~a ~t,sw.) e rmOgliclmn. D}e 
Ta.t.s,ad~e, 8al~ and.ere, gle.ic~hfa,l~s a~s Ket ten a,u~g,eb~a~ute S~l'b- 
sga~zen, vale Zell~tlo~s.e ~usw., kei,ne. ,IEant~sclhuk, effe,kte" zeigen, 
.diirft.e .da,hin z~uriiclcz~ftthr,e.n .s.dn, ~&al~ entwecler sclhon be,i den 
e,i.n~ze']ne,n Kettenm,ol, ekiilen ~cle~ Z, el~ulo'se z. B.) k,etin.o f rde  Dreh- 
ba, rke,it vorga~rde.n ist ed.er 6al~ 4i, e gee.ign, ete ,,~ralbstarr.e" Bin- 
.clung ,dor Ket ten  r tbeai ~Si,esen 8,u.b.st,anzen ~ehlt. Na- 
ttir].ich werden diese b,eiden ~ernichter  des ,,Kautsehukeff.e.kts" 
b.e~i,c~e zq~g,l.e.ich vor~a,n~cle.n s.e.i~n. 

37 Nicht s o  starr, dal~ die freie Drehbarkeit behindert wiirde, aber 
auch nicht so unst~rr~ dal~ K in (7~ b) T- und L-abh~tngig wird. 
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w 7. E l e k t r ~ , s c h e s  M o m e n t  y o n  Z w i t t e r i o n e n .  

Wir betra,c,hten ei~ l ~ g e r e s  Molekiil~ 4a~s a~ den  E~0:en je 
eAn,e ~d~:n,g (versch~denen Vor~zd~he~s) trligt ~ d  ,dessen e~i~zelne 
G~ie,d, er .gegen ~ r e  N,ach.ba,rg]ie~der um d~ie Va)ten(zrie~t~u~g 5-el 
dr ehb~r s i~d. Ver~aehl~s~s~,gen wir die ~i,n Wi~k]ich~eit ve.r~utHch 
hie z*u verna,~hli~s,s~genlcle C0CLOMBSenE An~z~ie~lmag ,de~r e~dst~indigen 
La~dun~en, so wiil~den ,di,~se sich so ve,rhMten, ~l~s o~b sie b~il~dfa~deu- 
we4ch ~niteinan~d, e rv ,  ev'b~ar~de,n w~re~. Der Ab,stand tier La~c~ungen 
VOl~e,ir~a~c~er w ~ e  ,4a~n ge~nii~ uas,eren ErSrter~n~ge~ 4n w 2 
statist~sc,h ,4efi~ie,rt tin4 4~mit ~uch c~a,s p:e:r~q~nen~e, ~ber e'ben 
an,starre Oipolmament ,dens Zwi~Serio~s. 

~rin,gt n ~ n  nu,n ~e~n Zwi~tt,~rr ~n ,e'in elek~trische.s Fel~d, so 
tri t t  z~u ,dora permanenten Moment, vse4~l e~s nns~arr ist, noch ~in 
4rs~z~erte~s Zus~t;zmo,ment h~i~vu un, d fibez(4ie~s vsi~d d~s Ion g,e- 
r,i~h~et. B,etrac'hten wit  nan ,e,infachheit,sl~a, lber ein G~s yon 4er- 
art~,gen Zwitter,io~en in e!inem elektrische,n F e~d. E,s t~itt ,d'~nn a,uch 
noch e,ine Orien~ie~ur~gspol,~ris:at~i,on a~f u nd, ~m ,d~i~se z~u erfas,sen; 
m,uf~ ~ber 4i,e S~s~tis:~ik e,ines e~inr Zwi~t, er~i.o~s n, osh e~ne 
St:at~istSk ,tier Gesamr tier Zvsitterionen ~g, el~ge,rt we sden. 

Le,itd.e~: w,m~d, en Zvsittesi,o,ne,n b,isher bloi~ in polaren LS~stmg,s- 
mitteln (W~a,sse,r) ~dntersaeht ~s, we s ehr kompl4zierte u 
statthaben. Wir kommen hierauf in der n~tchsten Mitteilung noeh 
zurtick. 

3s C~. DEVOTO, GaZZ. ehim. Ital. 60~ 1930~ 530; 61~ 1931~ 897; 63, 1933~ 
247; Z. physioL Chem. 222~ 1933, 227; Z. Elektroehem. ~0, 1934, 490; 
J. WYMAN und T. L. ~c ~V~EEKIN, Journ. Amer. Chem. See. 55, 1933, 908; 
R. KuEN und F. GIRAL, ]~. 67, 1934~ 1130. 


